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AVANT-PROPOS. 



Le programme de l'École Polytechnique comporte actuelle- 
ment renseignement de la partie essentielle de la Mécanique 
analytique. Cette innovation récente, sans précédent, a eu 
pour conséquence de donner, d'autre part, de l'extension à 
Tancienne Mécanique rationnelle, et d'exiger, dans le Cours 
d'Analyse, la réintroduction du calcul ou méthode des va- 
riations. 

Les Tomes I et II, et accessoirement les suivants, de cet 
Ouvrage présentent ainsi des lacunes que je me propose de 
combler dans ce Volume. 

A rexemple de quelques auteurs du commencement de ce 
siècle et pour éviter au lecteur des recherches fastidieuses, 
j'ai cru devoir donner, dans une Introduction, un précis du 
calcul des variations. 

Le Chapitre I de ce Volume renferme d'abord un exposé de 
la méthode de la variation des constantes arbitraires, réduite à 
ce qui concerne les équations du mouvement d'un point libre 
dans un plan. Cet exposé est suivi d'une application à la solu- 
tion, par approximation, du problème du mouvement, dans 
un milieu dont la résistance est proportionnelle au carré de 
la vitesse, d'un point attiré par un- centre Cixe en raison de la 
distance. Le Chapitre se termine par un second exposé, celui 
de l'emploi des coordonnées elliptiques dans certains pro- 
blèmes de Mécanique, avec application au mouvement d'un 
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point attiré par deux centres fixes en raison inverse du carré 
de la distance, et par le milieu de la droite qui les joint en 
raison de la distance. 

Le Chapitre II, qui se rapporte au mouvement d'un point 
sur une courbe fixe, renferme : i° les démonstrations analy- 
tiques des théorèmes de Salladini et de 0. Bonnet relatifs à la 
lemniscate, et du théorème de Jean BernouUi sur la synchrone 
de la cycloïde, puis le développement en série de la formule 
du pendule simple d'après Télégante méthode de Despey- 
rous; 2** la théorie des tautochrones de Puiseux; 3° une étude 
complète des brachistochrones, dont une partie revient à 
M. E. Roger. 

Dans le Chapitre III, je donne une forme nouvelle à l'équa- 
tion complémentaire en coordonnées rectilignes du mouve- 
ment d'un point sur une surface fixe ; je reproduis, à quelques 
différences près, la démonstration, due à M. Darboux, du 
théorème de Joachimstahl relatif aux lignes géodésiques de 
l'ellipsoïde. Une nouvelle formule, se rapportant aux lignes 
géodésiques d'une surface de révolution, me permet d'étendre 
à toutes les surfaces de révolution du second degré le théo- 
rème établi par Gudermann pour Tellipsoïde seulement. Je 
donne ensuite les équations du mouvement d'un point sur 
une surface en coordonnées cylindriques, avec application au 
cas où la surface est de révolution, et à celui d'un hélicoïde 
gauche lorsque le point est soumis à l'action d'une force 
fonction de la dislance à Taxe. Le Chapitre se termine par les 
développements en séries des formules du pendule conique 
et parla recherche de l'influence d'une résistance d'un milieu 
proportionnelle au carré de la vitesse sur le mouvement du 
pendule conique faiblement éloigné de la verticale. 

Le Chapitre IV est consacré à la Mécanique analytique pro- 
prement dite. Après avoir reproduit les équations générales 
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du mouvement d'un système à liaisons, j'arrive aux équations 
de Lagrange en coordonnées quelconques en m'appuyant sur 
un théorème, préalablement démontré, dû à Hamilion. Ces 
équations me permettent d'établir celles du mouvement d'un 
point en coordonnées curvilignes orthogonales, et ces der- 
nières me conduisent aux équations transcendantes des lignes 
géodésiques de l'ellipsoïde. Je donne ensuite quelques appli- 
cations des équations de Lagrange, les équations canoniques 
de Hamilton, le principe de la moindre action (d'après Ja- 
cobi) avec quelques applications, la démonstration de Lejeune- 
Dirichlet relative à la stabilité de l'équilibre; enfin l'étude 
des petits mouvements d'un système à liaisons complète le 
Chapitre. 

Le Chapitre V est un complément de Statique. J'y démontre 
d'abord les formules relatives à l'attraction d'un ellipsoïde ho- 
mogène sur un point, après avoir établi les formules générales 
de Gauss qui se rapportent à l'attraction; j'arrive ensuite à la 
forme du solide de plus grande attraction du marquis de Saint- 
Jacques. £n continuant, j'établis plusieurs nouvelles équations 
relatives à la forme d'équilibre des courbes funiculaires, qui 
permettent d'arriver immédiatement à la solution des pro- 
blèmes de la chaînette, des câbles des ponts suspendus, d'un 
fil sollicité par des forces élémentaires fonctions des dislances 
à un axe fixe. Après avoir dit quelques mots des fils d'égale 
résistance, je donne des équations du mouvement d'un fil, 
qui reste compris dans un plan, une démonstration analytique 
bien plus facile à suivre que la méthode géométrique du 
Tome IL Le Chapitre se termine, notamment, par une théorie 
de la vis à filet triangulaire, plus satisfaisante que celle du 
Tome III, et par une théorie de la vrille et du pieu à vis. 

Le Chapitre VI se résume dans l'exposé des propriétés de 
la polhodie et de l'herpolhodie, et dans une solution, plus 
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simple que celle de Poisson, du problème du mouvement 
d'une toupie sur un plan mobile. 

Dans le Chapitre VII, j'expose une théorie nouvelle du 
choc des corps semi-élasliques, qui me conduit, lorsque les 
corps sont libres et animés de mouvements quelconques, à 
des résultats aussi simples que dans le choc direct. J'applique 
ensuite celte théorie au cas où l'un des corps est assujetti à 
tourner autour d'un axe fixe. 

Le Chapitre Vlil est consacré à quelques questions d'Hy- 
drodynamique. Bien des géomètres avaient contesté la rigueur 
de la démonstration que Lagrange a donnée de son théorème 
relatif à la conservation du potentiel de la vitesse; j'y sub- 
stitue celle de Cauchy, qui est à l'abri de tout reproche. Je 
montre ensuite comment, dans quelques cas, les équations de 
l'Hydrodynamique permettent de résoudre la question du mou- 
vement permanent d'un liquide pesant contenu dans un vase 
de révolution donl l'axe est vertical. J'avais reproduit presque 
intégralement au Tome II la substance du Mémoire de 
Clebsch Sur le mouvement d'un corps pesant dans un 
liquide. J'ai cru devoir revenir sur ce sujet, en vue de simpli- 
fier les calculs, surtout ceux qui se rapportent au cas où le 
solide est un ellipsoïde. Le Chapitre se termine par un exposé 
de la théorie des ondes liquides empruntée à Poisson, mais 
en lui faisant subir d'importantes simplifications. 

Dans un Appendice, j'ai réuni un certain nombre de ques- 
tions, de manière à constituer à très peu près, avec la sub- 
stance des Tomes I et III, une nouvelle édition de mon ancien 
Traité de Cinématique pure. Les principales innovations que 
j'ai introduites à ce sujet sont les suivantes : 

Théorie nouvelle du roulement des surfaces ; 
. Analyse des principaux systèmes articulés qui permettent 
de décrire la ligne droite et des arcs de cercle; 
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Propriété de l'accéléralion d'un point lorsque sa direction 
est constante ou qu'elle passe par un point fixe; 

Recherches nouvelles sur l'accélération d'un point d'un 
système invariable. 

En partant de quelques considérations géométriques expo- 
sées au Chapitre qui se rapporte au mouvement relatif, j'ai 
établi, dans une Note placée à la fin de ce Chaphre, les équa- 
tions de Bour, qui étendent au mouvement relatif celles de 
Lagrange, en les faisant suivre de plusieurs applications. 



TABLE DES MATIÈRES. 



Pafcs 
Avant-Propos v 



HUITIEME PARTIE. 

DÉVELOPPEMENTS SUR LA MÉCANIQUE RATIONNELLE 
ET LA CINÉMATIQUE PURE. 



INTRODUCTION. 

I. 

Méthode des 'variations. — Préliminairea, 
K- 

1, 2, 3, 4, 5. Variation d'une intégrale i 

Des maxima et minima. 

6y Ij 8. Équations qui expriment qu'une intégrale est ou un maxi- 
mum ou un minimum 7 

9. Maxima et minima relatifs 9 

10, 11. Cas où l'on peut abaisser l'ordre de l'équation différentielle . . ii 

applications à la Géométrie. 

12. Lignes de longueur minimum i3 

13. Courbe qui, passant par deux points donnés, détermine une sur- 

face de révolution minimum 17 

14. Courbe passant par deux points donnés, qui détermine avec les 

normales en ces points et sa développée une aire minimum 20 

15. Courbe d'une longueur donnée entre deux points, qui détermine 

avec un axe et les distances des points à l'axe une aire maxi- 
mum 21 

16. Courbe de longueur donnée entre deux points, qui détermine un 

volume de révolution maximum 22 



XII TABLE DES MATIÈRES. 

N" P«ges 

17. Courbe de longueur donnée entre deux points, qui détermine une 

surface de révolution minimum 23 

18. Courbe passant par deux points et qui, sous un volume donné, 

engendre une surface de révolution minimum 24 

II. 

19. Développement en série irigonométrique de (1 — 2 a cosô - a»)-^. 2.1 

CHAPITKE I. 

DU MOUVEMENT d'uN POINT MATÉRIEL LIBRE. 

1. Application de la méthode de la variation des constantes arbi- 

traires à l'intégration des équations du mouvement d'un point 
dans un plan 27 

2. Influence de la résistance d'un milieu sur le mouvement d'un 

point attiré par un centre fixe en raison de la distance 3o 

3. Emploi des coordonnées elliptiques dans l'intégration de quelques 

problèmes relatifs au mouvement d'un point dans un plan 87 

CHAPITRE II. 

MOUVEMENT D'uN POINT MATÉRIEL SUR UNE COURBE FIXE.* 

§ ï. — Questions diverses, 

4. Théorème de Salladini \i 

5. Théorème de M. O. Bonnet \Z 

6. Courbes synchrones. — Cas de la cycloïde '|6 

7. Développement de la formule du pendule simple, d'après Despey- 

rous 'i9 

§ II. — Des tautochrones. 

8. Propriétés générales bi 

9. Cas de la pesanteur 55 

10. Cas d'une attraction par un centre fixe en raison de la distance. 5H 

11. Tautochrone dans un milieu résistant 58 

§ III. — Des brachistochrones. 

12. Formules générales 60 

13. Brachistochrone, lorsque le mobile n'est pas assujetti à rester sur 

une surface. — Théorèmes d'EuIer et de M. Bertrand <)2 

14. Le point est assujetti à rester sur une surface, — Théorèmes de 

M. Bertrand et de Gauss 68 

15. Brachistochrone dans le cas d'un point pesant qui n'est pas assu- 

jetti à rester sur une surface 71 



TABLK DES MÂTI6RES. XIII 

N" Paves 

16. Même problème, dans le cas d'une force centrale fonclion de la 

distance 72 

17. Brachistochrone dans le cas où un point pesant est assujetti à 

rester sur une surface de révolution dont l'axe est vertical .... 7.3 

CHAPITRE m. 

DU MOUVEMENT d'uN POINT MATERIEL SUR UNE SURFACE. 

18. Équation complémentaire en coordonnées curvilignes 7,5 

19. Lignes géodésiques de l'ellipsoïde. — Théorèmes de Joachimstahl 

et de Gudermann 78 

20. Propriété des lignes géodésiques d'une surface de révolution. — 

Extension du théorème de Gudermann 81 

21. Équations en coordonnées cylindriques du mouvement d'un point 

sur une surface 84 

22. Mouvement d'un point sur une surface de révolution 87 

23. Mouvement sur un hélicoïde gauche d'un point soumis à l'action 

d'une force proportionnelle à la distance à l'axe 88 

24. Développements en séries des formules du pendule conique 89 

25. Influence de la résistance de l'air sur le mouvement de ce pen- 

dule 97 

CHAPITRE IV. 

DYNAMIQUE ANALYTIQUE. 

26. Équations générales de la Dynamique 98 

27. Équations du mouvement d'un système à liaisons 100 

28. Théorème d'Hamilton loa 

29. Équations de Lagrange 1 o3 

30. Formules d'Hamilton io4 

31. Équations du mouvement d'un système en coordonnées sphé- 

riques 1 06 

32. Équations du mouvement d'un point en coordonnées curvilignes 

orthogonales 107 

33. Application des formules de Lagrange 1 1 5 

34. Principe de la moindre action 118 

35. Stabilité de l'équilibre 122 

36. Petits mouvements d'un système i aS 

CHAPITRE V. 

SUR LA STATIQUE DES CORPS SOLIDES ET LES COURBES FUNICULAIRES. 
§ I. — Attraction d'un ellipsoïde homogène sur un point, 

37. Conventions i3o 

38. Thé orèmes de Gauss sur l'attraction i3 1 



XIY TABLE DES MATIÈRES. 

N** Pagres 

39. Expression de l'aire élémentaire d'une surface en coordonnées 

quelconques i34 

40. Attraction d'un ellipsoïde sur un point i37 

41. Composantes de l'attraction d'un ellipsoïde sur un point exté- 

rieur 1 4 1 

42. Cas d'un ellipsoïde de révolution aplati 142 

43. Cas d'un ellipsoïde de révolution allongé i44 

44. Attraction d'un cylindre indéfini sur un point de sa surface i^ 

45. Solide homogène de plus grande attraction sur un point exté- 

rieur 145 

§ II. — Courbes funiculaires. 

46. Formules générales i49 

47. Cas où les forces élémentaires sont parallèles à une même direc- 

tion i5 1 

49. De la chaînette i5 1 

48. Fil sollicité par des forces verticales proportionnelles aux projec- 

tions horizontales des arcs élémentaires i53 

50. Forme d'équilibre d'un fil dont les éléments sont sollicités par 

des forces fonctions de la distance à un axe fixe 167 

51. Fil d'égale résistance 169 

52. Mouvement d'un fil i6i 

§ III. — Questions diverses. 

53. Centre de gravité d'un tronc de prisme droit triangulaire i63 

54. Théorème de Sluze 166 

55. Théorème de Pappus 168 

56. Sur le moment d'inertie d'un solide de révolution 168 

57. Du frottement dans la vis à filet triangulaire 169 

58. De la vrille 173 

CHAPITRE VI. 

MOUVEMENT d'uN SOLIDE AUTOUR d'UN POINT FIXE. 

§ I. — Le corps n'est sollicité par aucune force extérieure. 

59. Préliminaires 178 

60. De la polhodic 179 

61. Équation diflérentieile de l'herpolhodie i85 

62. Rayon de courbure de cette courbe 188 

63. Mode de génération de l'herpolhodie 191 

64. Théorème de Chasles 195 

§ II. — Du mouvement d'une toupie sur un plan mobile. 

65. Formules de Poisson .... 196 



TABLB DBS XATI6RE8. IT 

CHAPITRE VU. 

DU CHOC DES CORPS SOLIDES. 

>••• Payes 

66. Généralités 2o4 

67. Théorème de Carnot aoS 

68. Demi-accroissement de la force vive après le choc 207 

69. Mouvement que prennent deux corps choquants libres après le 

choc ao8 

70. Du choc de deux corps dont l'un est libre et l'autre est assujetti 

à tourner autour d'un axe fixe 214 

CHAPITRE Vm. 

HYDRODYNAMIQUE. 

§ I. — Développemenu sur quelques questions. 

71. Démonstration du théorème de Lagrange sur la fonction des 

vitesses 218 

72. Mouvement permanent d'un liquide pesant contenu dans un vase 

dont la paroi est de révolution autour d'un axe vertical 228 

73. Équations du mouvement d'un liquide en coordonnées curvilignes 

orthogonales 227 

74. Mouvement d'un solide pesant dans un liquide pesant vi^i 

S II. — Des ondes liquides. 

75. Équations générales 249 

76. Mouvement du liquide lorsqu'il est contenu dans un canal in- 

défini 252 

77. Le niveau est indéfini en tous sens 268 



APPENDICE. 

CINÉMATIQUE. 



CHAPITRE I. 

DE LA VITESSE D*UN POINT. 

1. Sur la composition des vitesses 287 

2. Con&truction de la tangente à quelques courbes 288 



XVI TABLE DBS MATIÈRES. 



CHAPITRE II. 

DU MOUVEMENT GÉOMÉTRIQUE DES SYSTÈMES INVARIABLES. 
N*« Pages 

3. Appiicatioa à la Géonétrie de la théorie du mouvement d'une 

figure plane dans soit plan 298 

4. Sur Taxe instantané de rotation et de glisseraent. 294 

5. Routement de deux corps solides Tan sur Fautre 296 

6. Sur le planimétre d'Amsler 3oi 

7. Sur les systèmes articulés ayant pour objet le tracé d'une droite 

et d'un arc de cercle (de Peaucellier, Kempe, Hart ) 3o4 

8. Engrenage elliptique. 3 14 

9. Engrenage logaritbmiqne 817 

10. Joint Clemens 819 



CHAPITRE III. 

DE l'accélération d'uN POINT. 

il. Accélération d'un point lorsque sa direction est constante 323 

12. Accélération centrale 323 

13. Rayon de courbure de la parabole 824 

14. Rayon de courbure de l'ellipse 325 

15. Propriétés de la cycloïde 828 

16. Rayon de courbure de l'hélice 33i 

CHAPITRE IV. 

DE l'accélération d'uN POINT d'uN SYSTÈME INVARIABLE. 

§ I. — Mouvement d'une figure plane dans son plan. 

17. Généralités . 332 

18. Détermination du centre géométrique des accélérations dans 

quelques cas spéciaux 332 

19. Sur les propriétés d'une courbe qui roule sur une droite 336 

§ II. — Accélération d'un point d'un système invariable dam le cas 
le plus général. 

20. Expression de l'accélération 342 

21. Composantes normale et tangeotielle 346 

22. Direction de la normale principale 346 

23. Plan osculateur 347 

24. Lieu des points dont l'accélération normale est nulle 347 

25. Lieu des points dont l'accélération tangentielle est nulle 348 

26. Examen d'un cas spécial 348 



TABLE DES HATlftlES. XVU 



CHAPITRE V. 

DU MOUVEMENT RELATIF d'uN POINT PAR RAPPORT A UN STSTÉME 

INVARIABLE. 

N" Pafc» 

27. Théorème de Coriolis 35o 

28. Forme particulière sous laquelle on peut mettre les équations du 

mouvement relatif d'un point 354 

29. Application à la détermination de la courbure de quelques courbes 

susceptibles d'une définition géométrique 354 

30. Courbure d'une surface 356 

31. Courbe de l'enveloppe d'une eoorbe plane 36o 

32. Tangente et courbure en un point du lieu des centres de cour- 

bure d'une courbe (a) qui roule sur une autre courbe (a') . . . . 362 
Note sur Fextension des équations de Lagrange au mouvement relatif 364 



CHAPITRE VI. 

DE l'accélération DU SECOND ORDRE. 

§ I. — j4ccélé ration du second ordre d'un poini. 

33. Généralités 374 

34. Détermination du rayon de courbure de la développée de quelques 

courbes planes 377 

35. Rayon de torsion de l'hélice 378 

§ II . — jiccélération du second ordre dans le mouvement d'une figure plane 

dans un plan, 

36. Propriétés générales 379 

37. Détermination du centre des accélérations du second ordre dans 

quelques cas particuliers 382 

Note I : sur un théorème de Binet relatif aux moments d'inertie 384 

Note II : sur le choc de deux corps libres 386 



FAUTES ESSENTIELLES A CORRIGER. 



Pages. 


Lignes. 


Au liea de : 


Lire : 


io4 


9 


/•'• d in ,, 


Jf^ dt du' 


» 


» 


r'« d d'Y . 


1 /, r-7^udt 

J, dt du' 


107 


7 en remontant 




' -"«S 


» 


» 


lysine 


— I^sin 


111 


5 en remontant 


P'rfp. 


PiCfp 


.44 


9 


X^ 




» 


i4 


9*8249 


9,8337 


» 


» 


0,0871 cos'/ 


o,o4o4cos*/ 



TRAITÉ 



DE 



MÉCANIQUE GÉNÉRALE. 



HUITIÈME PARTIE. 

DÉVELOPPEMENTS SUR LA MÉCANIQUE HATIONNELLE 
ET LA CINÉMATIQUE PURE. 



INTRODUCTION. 



I. 

Méthode des variations. — Préliminaires, 

1. Soient 

u=f(.c) 

une fonction de x [nous considérerons u comme l'ordonnée 
d'une courbe dont x serait l'abscisse {fig, i)]; //îo, m\ deux 
points de cette courbe, ayant respectivement pour coordonnées 

Supposons que les points mo, m\ se trouvent respective- 
ment sur deux courbes données (Co), (Ci) et que Mo, Mi 
soient deux points de ces courbes infiniment voisins de /Wo, 
/Wi. Faisons passer par Mo et M^ un arc de courbe dont For- 
donnée \} = Y{x) diffère infiniment peu de celle u de l'arc 

/Wo/W|. 

Soient Op = x, mp — u les coordonnées d'un point quel- 
conque m de l'arc /Wo/Wi ; OP = ^ + àxy MP = w + 8u celles 

VII. I 
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d'un point M de Taulre arc, en désignant par dx une fonction 
arbitraire de x, mais qui conserve une valeur infîniment petite 
entre les limites Xo, X\ de x, La variation Su de u sera aussi 
Infîniment petite. 

Fig. K 



(CI 




/,, P, p P p'P' p, P, a> 

Soient encore w, N les intersections de mp, MP avec les 
arcs Mo Ml et /Wo/Wi ; I la projection de m sur MP; 

(l) Oi = ^i=:F(x)-/(x). 

Nous avons 

Comme ¥'{x) —f\x) est de l'ordre des variations èx et 
du, nous aurons, aux termes du second ordre près, 



La relation 



MN = w. 
MÎ = MN -i- Nï = w 



du ^ 
-7- ÔJC 

dx 



revient à 
De régalité (i) on déduit 



sj dit j 

dx 



F"{x)—f"{x) = 



d^ts) 
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d'où 

ou, en remarquant que F'»+* (.r) ne diffère de/»"^* {x) ~ zrir^ï 
que d'un infînimenl peiil, 

^^> ^d^^'^d^-^dJ^^'''' 

Si (Co), (Ci) se réduisent à des perpendiculaires à Ox, on 
peut prendre dx = o; par suite, en vertu de la formule {i)j 
0) z= du, et Ton a simplement 

et, dans ce cas, le signe 5 peut passer sous le signe d. 
Si Ton pose àx :=z^(x), on a 

^{x -f- dx) — ^(x) -+- ^'(x) dx = ^x-\- d 8.r 
OU 

(4) ^dx = d^x. 

La considération géométrique suivante jettera quelque clarté 
sur la signification de ce dernier résultat. Soient m' le point 
de motn^ dont l'abscisse est Op'=^x -^ dx; M' son corres- 
pondant de Mo Ml ayant OP' pour abscisse; on a 

W=()p'-^ ^Ôp'=x-hdx-\- 8j7-+- Bdx,. 

ÔP'=ÔF-+-^ÔP =x-i-^x-hdx-i-d^x, 

et, en identifiant, on retombe sur la formule (4). 

2. Variation de l'intégrale j udx. — Cette variation 
pour expression 

f udx = aire PoMoMiPi — aire/?o'«o'^«i/>i 

= aire/>i/JiMiPi— aire/>o''oMoPo-f- aire woWo"i'Wj 

= Ux 8x1 — «0 S-^o -h I (n dx 
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OU, en ayant égard à la formule (2), 

u dx = Ui o.ri — Wo ô./*o -+- / {oudx — ox du)\ 
une intégration par partie donnant 

f ù(udx)= j (hidx-^ud^x) 

on a, sans restriction, que les limites Xq, Xi soient constantes 
ou variables, 

(5) I u dx = I ù{udx), 

3. Expression de la variation de r intégrale 

dans laquelle ^^^ une fonction donnée de Xy d'une fonc- 
tion quelconque y de x et de ses dérivées successives y\ 
y^", — Nous avons, après une intégration par partie, 



(A) 



/ e d,c =r. 1 8(6 dx) = / (^edx-+-e d^x) 



En adoptant la caractéristique d pour les différentielles par- 
tielles et réservant la caractéristique d pour les différentielles 
totales, nous poserons 

^^-1 ^_M ^^-Vr ^~M" 

et nous aurons 

oe = L Sa: H- M a>- -t- iM' a^-f- . . . , 

dQ = Ldx •+- Mrfj 4- Wdf-h. . , , 
en portant ces valeurs dans la formule (A), nous obtien- 
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drons 



Si Ton substitue les valeurs suivantes, qui résultent de Inap- 
plication des formules (2) et (3), 

;, dr ^ 

3,'= ^+^^3.., 

cLc^ dx 



il vient 
En intégrant par partie, on obtient 

/m' ^£dr = W^-fJ^^dr^ 

Al" — </a: — M" -- — C— — /r 

^ dx^ ~~ dx J de dx 

rf.r dx J dx^ ' 

rAvn'i^^^ ytn,d^^ dto dM'" d^M"' r dn\"' 



et, si l'on pose 

(6) / 



6 
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on a 




/».v, 


(8) 


Si 


' erf^=(e8.r-f-r^)J;-l- 



iXcljCj 



4. Supposons que renferme, en même temps que j, une 
autre fonction z de x^ ainsi que ses dérivées, et posons 

(p = 03 — 2'o.r, 

^=N ^=N' ^=N" 

dz ' dz' '■ âz" ' ' 

et, de plus, 

(6') < ^ 

^^^ ^-^ da: ^ dv^ "" 

La variation de l'intégrale, lorsque l'on fera varier simulta- 
nément j et z, sera 

(8') aT 'eû^ = (eôx-f-7i-hOî:-^ r '(wY-i-oZ)rf.r. 

5. Admettons actuellement que 6 renferme non seulement 
les fonctions / et z et leurs dérivées, mais encore les valeurs 
de ces quantités qui se rapportent aux limites. Nous avons 

8e =(L^j:-i- M 8>' -h M'8/h-. . . 4- N 8^ ■+- N'82'-h. . .) 

de ^ âe ^ 

de ^ de ^ , de ^ de ^ , 

de ^ de ^ , de ^ de ^ , 

dzo dzQ " dzi dz\ ' 

En substituant cette valeur dans la formule (A), la partie 
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entre parenthèses donnera la valeur (8'), à laquelle on devra 
ajouter 

-i- ozo I -T^ dx-\-ùZQ I - — ^,r -^- . . . 

On aura donc, pour la variation totale de l'intégrale, 

(8") ST e^r = (e8.r-4-7)-f-î)i:j-Hm+ r '(^Y -^ cpZ)f^. 



(9) 



Des maxima et minima. 

6. Pour que les fonctions j^ et z, considérées comme indé- 
terminées, rendent maximum ou minimum l'intégrale 



r 



ecLc, 



il faut que sa variation soit nulle. Pour savoir s'il y a maxi- 
mum ou minimum, il faudrait s'assurer que la somme des 
termes du second ordre de cette variation, qui n'a pas été cal- 
culée, est négative ou positive. Mais cela n'est pas générale- 
ment nécessaire, car on voit presque toujours a priori si un 
problème comporte un maximum ou un minimum. 

7. Supposons d'abord que 6 ne renferme qu'une seule 
fonction inconnue j, sans comprendre les quantités relatives 
aux limites, ou que l'on ait à appliquer la formule (8). 

Si l'on donne des valeurs déterminées aux coordonnées et 
aux variations qui se rapportent aux limites, le premier terme 
de l'expression (8) prendra aussi une valeur déterminée; 
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mais, dans le second terme, il entre sous le signe / le facteur 
arbitraire 63, et la variation de l'intégrale ne pourrait être nulle, 
quel que soit o). Il faut donc qu'on ait séparément 

(10) (e8.r-f-7));;; =0, 

(11) Y = o. 

En admettant qu'on puisse intégrer l'équation (i i), on expri- 
mera jo, j'o» • • •> Jo j'u • • • au moyen des constantes intro- 
duites par l'intégration et des abscisses Xo, Xk, On portera ces 
valeurs dans l'équation (10). Les relations données par la na- 
ture du problème entre les j, y\ ... relatifs aux limites per- 
mettront d'éliminer autant d'inconnues el de variations dans 
l'équation ci-dessus, el en égalant à zéro les coefficients des 
variations restantes, puisqu'elles restent arbitraires, on obtien- 
dra des équations qui permettront de déterminer les inconnues 
restantes, par suite les autres inconnues, au moyen des rela- 
tions données. Ces généralités seront éclaircies par les appli- 
cations que nous ferons plus loin. 

8. Dans le cas plus général où s'applique la formule (8"), 
on devra avoir, en raisonnant comme ci-dessus, 

(10') (eo.r-i-r^ -f-Ç)^;-l-iîT =z o, 

(11') wY-T-cpZr^o. 

Si les fonctions j et z sont indépendantes, on devra avoir 
(11") Y=o, Z = o, 

soit deux équations différentielles que l'on aura à intégrer. 

Admettons maintenant que nous ayons entre x^y^Xz une 
relation donnée de la forme 

F(.r,j, 3)==o; 

les coefficients o) et 9 ne seront plus indépendants, et l'un 
d'eux seul restera arbitraire. Nous avons 

-r- ôo; -f- -r- oj -f- -,- 63 = o 
ox dy ^ dz 



OU 



ÔY ^ d¥ f dy ^\ âF / dz ^ \ 
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Comme nous avons aussi 

âF dF dr dF dz 



il vient 



dx ~^ ôf de dz Ux 



dF ôF 

O) dz * 



En éliminant 9 entre celle dernière équation et l'équa- 
tion (11'), puis égalant à zéro le coefficient de w, on trouve, 
pour réquation différentielle que Ton aura à intégrer, 

, ., Y Z 

dV dV 

àf d^ 

9. Mdxirna et minima relatifs. — Supposons que fc) ne 
renferme, en dehors de .a?, que y et ses dérivées, et que Ton 
veuille rendre 

(a) ^ \d.r 

maximum ou minimum en s'imposant la condition 

(a') Ç ^dt^a. 

' '-Il 

dans laquelle Y est une fonction donnée de même nature 
que fc) el a une constante également donnée. 
Nous avons d'abord 



O) 



( 0./; -H r^ ) ^z -1- 1 10 Y dr = o. 



Comme la variaiion de l'intégrale (a') est nulle, nous avons 
aussi une équation de la forme 

dans laquelle x ^^ ^ sont pour ^ les équivalents de // et Y 
pour 0. Si nous posons 

(Y) f\o\]dv=f{.r), 
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nous aurons/(d;o) = o, ei l'équation ({3') deviendra 
(8) (w 6x + ■/);; -4- /(j:,) = o. 

On déduit de l'équation (y) 

en porlani celle valeur dans la fornnule (P), on oblienl 

ou, en inlégrant par parlie, 

(eSx+r, );;:;+ [ï/(.r)j'~^/^''(jy/(x).£.r=o. 

Comme /(o;) esl arbilraire, il faui que l'on ail séparémenl 

(e8a;+rOî:;+[^/(.r)]''==o, 

En désignanl par m une conslanle, la seconde de ces équa- 
tions donne 

{a) y — //iU = o, 

et la première devient 

Si Ton porle celle valeur dans la formule (ô), on obtient 

ib) [(e — /w^)S.r-f-r, — //ix];>=o. 

Les équations (a) el (6) ne sont autre chose que celles qui 
expriment que 

■mW)dx 






est maximum ou minimum, el Ton rentre dans le cas ordi- 
naire. 
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Si m vient s*ajouler au nombre des inconnues, nous avons 
aussi de plus la condition (a'), et la question peut, par suite, 
être considérée comme résolue. 

10. Abaissement de rordre de Véquatiori différentielle 
dans quelques cas spéciaux lorsque la fonction ne ren- 
ferme que y et ses dérivées. — Si j, j', . . ., j' n'entrent 
pas dans 0, l'équation Y=:o peut s'intégrer successivement 
/ -f- 1 fois, et son ordre sera abaissé de / -f-i unités. 

Supposons maintenant que ne renferme pas x implicite- 
ment. Nous avons 

(.) g = M/+My-v..., 

d'où, par Télimination de M, 

et, en intégrant, * 

e + const. = M j ^- j (M- -~ - -^ r j d.v 

-^ dx dx " 

Si Ton intègre par partie, on a 

fw^d^= M-f^' - r^ ^dr 
J dx^ dx^ J dx dx^ 

= jvr ^ -^^—^ f^lK. ^ dx 

~~ " dx^ dx dx J dx* dx 

d\/ dw dv' dnr , rdnr 



'~ dx* dx dx "^ dx* ^ ,/ dx^ ^ 



12 HUITIÈME PARTIK. 

Par suite, 

je-4-const...(M'--^-.--^-...), 

et l'on est ramené à intégrer une équation d'un ordre inférieur 
d'une unité à celui de l'équation Y = o. 

Si, dans leur ordre de succession, y^y^y" y - . ., j' ne fi- 
gurent pas dans la fonction B, on réduira par des intégrations 
successives de ^^-I unités Tordre de l'équation différentielle 
Y = o, puis on éliminera entre l'intégrale obtenue et l'équa- 
tion (c) la dérivée partielle M', et une nouvelle intégration 
pourra s'effectuer. 

Supposons, par exemple, que ne renferme que j' et^", 
les équations (c) et (rf) deviennent, en désignant par C une 
constante, 

-— = M' ) ' -h M* \ '". 
dx 

d'où, par l'élimination de M', 

d,r dx dx dx 

et enfin 

(r/) e-+ Cr'-+-C' = M'>% 

en désignant par C une seconde constante. 

11. Cas particulier où la fonction ne renferme que x, 
y, y'. — L'équation Y = o se réduit à 

(.3) ^'--^=^- 

Admettons qne B renferme aussi Xq et x^. Les formules (6) 
et (9) nous donnent 

/*^* as /*'^' dS 

Y) = M'(8j —y 8.f), w = ô.ro I -X — dx 4- 8x1 / ^— c^j:. 

•'"o •''0 
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D'ailleurs, rensemble des deux premiers termes de la for- 
mule (8"), où Ton fera Ç = o, doit être égalé à zéro, el Ton a, 
par suite, 

Si les variations relatives aux limites sont indépendantes, cette 
équation se dédouble dans les suivantes : 



(i4) 



[ e Sx -f- M' ( qr — ) ' o./;)]^o — rlro r ' -~ tir = o. 



Dans le cas où œ n'entre pas implicitement dans la fonc- 
tion 8, réquation (12), qu'il y a avantage à substituer à Téqua- 
lion (i3), devient 

(i5) e = M;)'-f-consl. 

Si à X, et dans les mêmes conditions, vient s'adjoindre z 
dans la fonction B, on joindra à l'équation (i3) la suivante, 

et, si les limites sont indépendantes, les conditions (i4) de- 
vront être remplacées par celles-ci : 

( [0 8x-hM'(8/-/8x)4-V(83- 3'8.r)]^.-4-a.r, f '~d.Jc = o, 
[ e 8x H- M'C 87 -/ 8x) -4- N'( 83 - z' 8.r)]^o - 8.^0 / ~- rfx = o. 



Applications à la Géométrie, 

12. Lignes de longueur minimum. — Il s'agit de déter- 
miner la plus courte distance d'un point à une courbe ou à 
une surface, d'une courbe à une autre courbe ou à une sur- 
face, d'une surface à une autre surface, enfin de deux courbes 
tracées sur une surface en restant sur cette surface. 



l4 HUITIÈME PARTIR. 

On a, dans tous les cas, 



e = v^i -i-/2 -+- z'2, M = o, N = o, 
, / M = — = -7-> ^ = -7=== = -r> 

Y = _^', Z = -— . 

Les équations (f4') se réduisent, pour chaque limite, à la 
suivante, 

y/i +7'=^ -h 3'2 8j; -h • ( 8j —y' Sx) 

v/n-/2_+_3'2 

(83 — 3'8.r)=: O, 



v/[-+-7'2-T-3'2 

ou, en réduisant, 

(A) o.r 4- k' 8/' -I- 3' 03 = o. 

Cette équation, mise sous la forme 

o.r dx 8k fl?r §3 dz _^ 
8.V ^.v ov ds 8.V «^.v ' 

exprime que la plus courte distance est normale à la courbe 
ou à la surface sur laquelle doit se tromper l'une ou l'autre 
de ses extrémités. 

1® Plus courte distance dans l'espace» — Les équations 
Y = 0, Z=:o donnent 

M'= -7- =const., N'= -f =const., 
ds ds 

et la plus courte dislancé .est une droite que nous représen- 
terons par 

{b) j = a,v -h ù, z = a'.c-\-b'. 

Supposons que l'extrémité (.To, 70,^0) doive se trouver 
sur une courbe; nous aurons des relations de la forme 

d*oii 

8/0 = /o ( -Î-'O ) 8 JTo , 830 = Cp'o ( J^O ) 0^0 , 
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et réquaiion (A) nous donnera, eu égard aux valeurs a et a' 
ûe y et z\ 

(co) I H- afi(xo) -h a' ^o{xo) = o. 

Si Taulre extrémité (j?,, ji, Zi) se trouve sur une autre 
courbe, nous aurons aussi une relation de la forme 

(Ci) n-a/i'(j:i)-f-«'cp\(xi) = o 

et les équations (co) et (ci), jointes aux suivantes, 

fo(^o) — fii'^i) = rt(.ro— .rj), 
?o(.2^o) — ?i (.ri ) = a\xo — JC^ ), 

permettront de déterminer a, a', .ro,Xr, par suite jo, ^o, Jif ^i- 
Supposons maintenant que le point (j?,,Ji, ^i)se trouve sur 
une surface 

(^) 3i=<[>(.r,,j0: 

nous avons 

Si nous portons cette valeur dans la formule (A) après y avoir 
fait j' = a, z'=a', nous trouvons 

et, comme hxs, hy\ sont arbitraires, nous devons avoir 

nous avons d'ailleurs 

.g. i /i(^o)— Ji = rt(.ro-.ri), 

} ?po(.ro) — *(.ri, Ji ) = rt'(.ro — .r, ), 

et les équations (co), (^), (/) permettront de déterminer les 
inconnues «r©, .Ti, ji, a, a'. 

Le problème se résoudrait de la même manière si le point 
(^0, j^o> ^o) devait se trouver sur une surface. 
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7!" Plus courte distance sur une surface. — - Soient 

F(.r, r, z) = o 

réquation de la surface; 

a, p, y \ les angles / la tangente à la courbe; 

>, |UL, V |> formés avec Oj?,<: la normale principale à cette courbe; 

/, /w, n ) Oj, Oz par ( la normale; 

t Tangle de contingence. 

L'équation (ii*') du n° 8, qui reçoit ici son application, de- 
vient, en ayant égard aux valeurs ci-dessus de Y et Z, 



^M' 




^N' 




cos/w 




cos/ 




Mais on a trouvé plus haut 








M'=cos?, 




N'= cos y; 




d'où 

f/M' = cl cos p = £ cos [JL, 




r/N'= dcos^i = 


ÊCOSV, 


par suite 

COS[JL 

cosm 


= 


cosv 
cos// 





En désignant par k ce rapport, on a 

cos [JL — A* cos m, cosv := A cos//, 

ou 

cos |x cos p = A cosw cos p, cosv cos Y = A cos« cos y, 

et comme 

cosjjicosp -h cosv cosY — — cosX cos a, 

cosw cosp -4- cosM COSY ~ — cos/ cos a, 

il vient 

cosX = A cos/. 

Il suit de là que /r = i, X = /. Donc le plan osculateur est 
normal à la surface, ou la plus courte distance est une ligne 
géodésique. 

L'équation (A) reçoit encore ici son application; d'où il suit 
que la plus courte distance de deux courbes tracées sur une 
surface est normale à ces courbes. 
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13. Courbe plane qui, passant par deux points donnés wo, 
/Wi, engendre par sa révolution autour d'un axe compris 
dans son plan une surface minimum. — Soient 

Féqualion d'une courbe passant par les deux points donnés 
/Wo, m\ et par un point /Wo dont on peut faire varier les coor- 
données X2i XHi 

S = 'XTz I y dx 



= 'XTZ I 



l'aire de la surface de révolution autour de Ox engendrée par 
la courbe. Si, Xi restant constant, j2 diminue de + x à — x , 
Tintégrale ci-dessus variera entre ces limites; S décroîtra con- 
stamment de +x à 0, ou passera au moins par un minimum 
suivi d'un maximum. On ne considérera que le second de ces 
cas en remarquant que pour un minimum ou un maximum 
X2 devient une fonction déterminée de x^- En faisant varier X2 
entre Xo et Xt, S prendra une valeur minimum F(a*o, Xt ) plus 
petite que toutes les autres, et il est clair que la courbe cor- 
respondante différera moins de la corde /Wq/w, que celle qui se 
rapporte au maximum suivant. En faisant varier la forme de la 
courbe, le minimum F passera par un minimum minimorum, 
et c'est la forme correspondant à ce minimum qu'il s'agit de 
déterminer. 
Nous devons donc rendre minimum l'intégrale 



.(■'../ 



V -\- y^ dx. 
Nous poserons en conséquence 



Gomme ne renferme pas x implicitement, nous appliquerons 
la formule (i-î) du n*» 10 qui nous donnera 

j cosa = C. 

VII. 2 
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La courbe est donc une chaînette dont Ox est Taxe extérieur. 

Proposons-nous de déterminer cette courbe dans le cas 
simple où les points /Wo, /Wi se trouvent à la même distance j, 
de 0^. L'axe transverse j se trouvera à égale distance de 
rrio, m s et Ton aura 

Soient a l'ordonnée inconnue du sommet, «i l'inclinaison 
sur 0^ de la tangente en mi ; on a (t. I, p. 3ii) 

j = a /i-f- tang*a, s = a tanga ; 
par suite 

•f- = fl« log (tangaiH ) h — • 

47t L \ cosai/ cosai J 

Nous avons 



pour déterminer a, et la relation 



tanga, = i 



(e«_e "j. 



Si l'on 


pose 


(') 




on a 




(a) 


S 


(3) 




(4) 





II 



-r—^ = -^ log ( tangaj n ! — ) -4- _?î!?5» , 

tanga, = _(>«_e-"). 

Les solutions de l'équation (3) seront les abscisses des inter- 
sections de la droite et de la chaînette auxiliaire respectivement 
représentées par les équations 

(5) ^^^u, 

(6) 3 =l(e«-+-e-«). 
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11 y aura donc en général deux chaînettes passant par les 
points nto^nii. D'après ce qui a été dit plus haut, le minimum 
de S sera engendré par celle des deux chaînettes qui s'éloi- 
gnera le moins de la droite /Wo/w<, c'est-à-dire dont l'ordonnée 
du sommet sera la plus grande, qui correspond à la plus 
petite des racines de l'équation (3); mais, pour que la droite (5) 
coupe la courbe (6), il faut que son coefficient angulaire soit 
au moins égal à celui de la tangente à la courbe menée par 
l'origine. L'équation de la tangente au point (z', a') de cette 
courbe est 

et, en supposant ^ = o, m r= o, on a 

(7) u'{e^'— e-"') — (d«'-f- e-^') --= o 

pour l'équation que fera connaître l'abscisse du point de con- 
tact de la tangente menée par l'origine. Cette équation a une 
racine comprise entre i et :2 et elle est unique. On reconnaît 
facilement qu'elle est même comprise entre i,i et i,^ et qu'elle 
diffère peu de la seconde de ces limites. En appliquant la règle 
d'approximation de Newton, on trouve 



il faut donc que 



ou 



« =ï,i997; 



~ 1 ^ 



•^1 



Dans le cas de l'égalité, il n'y a pour S qu'un minimum, et 
les tangentes aux extrémités de l'arc de la chaînette passent par 
l'origine des coordonnées. Comme on a tangai==i ,5089, il 
vient 

Considérons maintenant le cas de — =3; l'équation (3) 
devient 

(8) -(e"+e-") — 6 = 
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el a une première racine comprise entre o el i, que nous allons 
d'abord calculer. En développant en série, on a 

I \ ( iC' n'* 

«= -(e«H-6'-")^ - ( I-H - H h.. 

On voit que la racine dont il s'agit est un peu supérieure à - 
et, par des approximations successives, on trouve 

u = o,3344- 
On a ensuite 

langai= I (^^-c -«) = «(« + j^ + ^ -^-...) - o, 86184 

et le minimum de S est donné par 

S 
i = 6,3o45. 

La plus grande racine de l'équation (8) est comprise entre i 
el 3 et ne doit pas différer beaucoup de la seconde de ces 
limites; on trouve qu'elle est un peu inférieure à s>.,83 et que 
sa valeur est à très peu près 

u =. 2,8293, 

d'où 

tang3ti= 8,4^32. 

Le maximum de S se déduira de la formule 

11 paraîtrait résulter de ce qui précède que le plus petit des 
minima de S pour une valeur déterminée de ^Xx répondrait 

à la limite inférieure de ^— ■ 

OCk 

\h, Courhe plane, passant par deux points donnés où les 
directions des normales sont également données, qui dé- 
termine ai^ec ces normales et sa développée une aire mini- 
mum, — Soient p le rayon de courbure au point {x, j) et a 
l'inclinaison sur Ox de la tangente en ce point. 
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On a 










"{' 


"*"V, d.-- 


y 




X } ' '^'- i 


^j" 


L'élément de l'aire étanl 




on posera 
d'où 


2 


'--;'(^/-)' 
-(^)' 
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La formule (12') du n<» 10, mise sous la forme 

e-h2C)'-h2C'=M''.r". 
donne 

(a) ^ •,- ^- -HC)'-4-r; = (.. 

Celle équalion revienl à la suivante 

p -h C sina -h C cos a = o 

ou à 

P = A cos ( a — î ). 

Soienl Ox' une droiie faisanl avec Ox l'angle £ ; x Tinclinaison 
de la langente sur celte droite, on a 

p = A cos a', 

ce qui caractérise une cycloïde dont la base est parallèle à O.^'. 
L'intégration de l'équation (a) ajoutera deux nouvelles con- 
stantes arbitraires à C et C, et les quatre constantes se déter- 
mineront par les conditions qui sont exprimées dans l'énoncé. 

15. Courbe plane d'une longueur donnée l entre deux 
points donnés et quiy açec les ordonnées de ces points et 
raxe Ox, détermine une aire maximum. — Il s'agit de 
rendre maximum l'intégrale 



£''' 
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en remplissant la condition 






D'après le n° 9, on est conduit à poser 

m étant une constante inconnue. On déduit de là 







.M' =-/'•' 


— - t 






v/n- 


j'* 


et 


l'équation (i5) du 


n° 11 donne 






y -\-ni\/ i-\-y^ = - 








V 


/l-H J'2 


d' 


où 










d. -^ ^^-L--- 


C)rfr 



^^C, 



v/a;22-(j-(:> 

et, en désignant par C une seconde constante arbitraire, 

(j- C)2-t-(^-C')2=mî, 

équation qui représente une circonférence. On éliminera C et C 
en exprimant que la circonférence passe par les points (^o, jTo), 
(•^i> J<)> et réquation (a) fera ensuite connaître le rayon m. 
Mais cette recherche est inutile; car, en désignant par a la dis- 
tance des deux points, on a 

. I / 
n = 'imsin- — > 
1 m 

d'où m. 

On conclut de là que, de toutes tes courbes fermées îsopé- 

rimètresy la circonférence limite la plus grande aire. Il 

suffit, à cet effet, de supposer que les points (^o, Jo), {oo\,x^ ) 

sont infiniment voisins. 

16. Courbe plane de longueur l entre deux points de- 
terminés quiy en tournant autour d'un axe Ox situé dans 
son plan, engendre un volume maximum. — Il s'agit de 



INTRODUCTION. iS 

rendre maximum Tinlégrale 



71 f 'j^dx 
en satisfaisant à la condition 

On posera, en conséquence, 



d'où 



M'=-:=^ 



et la formule (i5) du n° 11 donnera 



my 



s 



j«-f-/wv/i--/* = ,-- -'-C 



v/ 



IH-J 



S 



ou 



On déduit de là 






v/m«-(>-:c)* 

intégrale qui dépend des fonctions elliptiques. 
Si Ton diiférenlie ravant-dernière équation par rapport a a?, 

on trouve 

my" 

OU, en désignant par p le rayon de courbure, 

i = ^^ 

ce qui caractérise la courbe dite élastique. 

17. Courbe plane de longueur donnée l entre deux points 
déterminés quiy en tournant autour d^un axe 0^ compris 
dans son plan^ engendre une surface minimum. — Il faut 
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rendre minimum l'intégrale 

en salisfaisanl à la condition 
On posera donc 



mais on rentre dans le cas du n** 13 en y remplaçant y par 
y-\- m. On a donc 

C 
cosa 



j--H/w=:C y/i -hj'^ = 



équation d'une chaînette dont Taxe extérieur est parallèle à Oœ. 

18. Courbe plane passant par deux points déterminés 
qui, en tournant autour d'un axe compris dans son plan, 
engendre sous un volume donnée a une surface minimum. 
— L'intégrale 

en satisfaisant à la condition que 






doit être minimum. On posera, en conséquence, 



d'où 



M = 



et la formule (i5) du n<» 11 donnera 
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En diiférenlianl par rapport à x, on trouve 

I y" 



ou 



-h 2 m = o 



• 1 ï 



en désignant par p le rayon de la courbure et par p' la portion 
de la normale limitée à Oa:. La courbe peut être décrite par 
le foyer d'une conique roulant sur une droite. 



II. 



19. Développement en série trigono métrique Je Vex- 

pression 

R =(1 -lacosO -haï) v^ 

dans laquelle a < i et v un nombre quelconque positif ou 
négatif. — En posant 

on a 

COSO = J 4- 

et 

R =[i — a([i-+-Y)-ha2pY]-v = (i — a,3/ v(, — 2^)-''. 

Si Ton pose encore 

1.2 1.2.3 

on a, en développant en séries, 

( I — ap )-v = I -h vap -h vj a* p 2 -h Va «3 3' i - . . . , 
( 1 — «Y )~^ = ' "^ ''*ï "^ ''i ^* Y" ^- ^s 31» Y ' ^ • • • ; 
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d*oii, en multipliant terme à terme et en remarquant que Py - 

-f-[vi(p2-hY*)-+-v^]a2 

-f- [V2( p3-+- yS) _^ vvi(P -f- 7)]a3 

-+- [v3(P*-h Y*) -4- VV2(p2 -H Y») + Vf ]a* 

-f- [V4(p5-f- y5) -f- VV3( p3 -h y3) _|_ Vj Vj^ ^ -f- V )] Ot» 

-t- [V5(P6_H Y«) -f- VV4( p*-F Y*) -f- Vi V3( p2-+- Y*) -h V| ] a6 -H. 

Mais, si /i est un nombre entier, on a 

prt _u Y« =:2Cos/z6; 
R == Ao-i- Al cos6 -r- A2COS26 -I- . .. 



ï, 



par suite, 
en posant 



Ao = I -h v2 a^ + vf a* -f- v| a6 H- . 
Al = 2a (v -4- vvia2-}- viV2a*-f 
A2 = 2 a2 (vi -h VV2 a2 -h vi V3 a* -+- 
A3 = 2a3(v2-l- vv3a2-h viV^a^H- 
Av= 2a*(v3-i- vv^a^-h viVsa^-h 
A5= 2a5(v4-H vvsa^-h ViVga^-h 
Ae = 2 a*' ( V5 -h vvg a2 -}- vi V7 a^ -f 



La loi de formation de ces coefficients est évidente. 
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CHAPITRE PREMIER. 

SUR LE MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL UBRE. 



1 . Intégration par approximation des équations du mou- 
i^ement d'un point dans un plan^ par la méthode de la 
variation des constantes arbitraires, — Supposons que le 
point m soit soumis à Taclion ^'une force principale dérivant 
d'un potentiel U et d'une force perturbatrice p^, variable avec 
la position du mobile, p désignant un coefficient constant très 
petit. Les équations du mouvement sont 

* '^ 'dii~~ dx~ ^^^'^' ~dt^ ôj "■" ^^^^y' 

Supposons que l'on puisse intégrer les équations 

^' ^ dt^ dx "■"' dV^ ôf ~'*' 

et que, ai, ^2, as, as étant quatre consiantes arbitraires, leurs 
intégrales soient 

(-2) ^=yx(^«l,aJ,rt3,rtr^), .> =/^(/, «i, «2, «3, «4). 

Cherchons à satisfaire aux éq uations ( i ) par ces valeurs, dans 
lesquelles nous considérerons a<, a^y az, a\ comme des fonc- 
tions inconnues du temps. En substituant, nous n'obtiendrons 
que deux équations entre les quatre inconnues, de sorte qu'il 
nous sera permis d'y joindre deux autres équations quelles 
qu'elles soient d'ailleurs; nous prendrons les suivantes : 



(3) 



/ df:^ da^ 


a/x da^ 


\ dai dt 


' da^ dt 


àfy dai 
da* dt 


— 
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mais nous avons alors 

dx _ âfr dr _ dfy 

ce qui exprime que la vitesse V est la même en grandeur et 
en direction au point {x,x), que l'on considère ûi, ûi», ... 
comme constantes ou variables. 

On déduit des équations (4) dans le mouvement réel ou 
troublé 

dKr ^ djf^, d\f^ da^ 

dt^ Sï^ "^ da^dt dt " *:' 

d^y _ d2fy ^ à^K da^ 
dl^ ~ d/2 ' da^Ot dt 

et les équations (i) deviennent 

\ da^ôt dt '" ^/"" 
^'^ ' â\fy dn, 



\ da^dt dt " ' ?/.v • 

dt 



Les valeurs de -^t •• déduites des équations (3) et (5) 



seront de la forme 

dnx -9 , , da^ ^ 

En négligeant p^, on pourra, dans un intervalle suffisam- 
ment petit A^, considérer «i, ûa, • . comme constants dans 
h, #2, ou comme conservant les valeurs qu'elles ont à l'in- 
stant t. On obtiendra ainsi par des quadratures les valeurs 
de «1, «2, . . à l'instant ^-hA^ et ainsi de suite : tel est 
l'esprit de la méthode. 

Supposons que, à partir de l'instant ^o, on puisse trouver 
les valeurs des ai pour les points successifs Aj, A2, ... de la 
trajectoire réelle. En considérant en chacun de ces points les 
ai comme, constants, on aura une série de courbes tangentes 
à la trajectoire qui en sera l'enveloppe. On voit aussi qu'en Aj 
la courbe n'est autre chose que ce que deviendrait la trajec- 
toire, si subitement on venait à supprimer la force perturba- 
trice. 
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Subsliluons mainienani les coordonnées polaires aux coor- 
données rectilignes et soil 

(a) o(^^ ^,^'i,«î, ...) - o 

une des intégrales des équations (i') transformées en coor- 
données polaires; on a, dans le mouvement non troublé, 

r>cp â'.^ dr do d^ 

'tt '^ d? di'^d^ dt""'' 

et, dans le mouvement troublé, 

d^ do dr do dO 0^ da\ 

dt '^ ôr lit "'" dk di ' Ta\ HF ^ " ' '^ ^^* 

Comme ~ et les vitesses -.- • r -j- ont les mêmes valeurs dans 
ot dt di 

les deux mouvements, il vient 

Dans le mouvement non troublé, on a 

V2 — i\] -f. const. 

Or la constante ne peut dépendre que des seules constantes a/ 
introduites par l'intégration ; on peut donc écrire 

Comme V- a la même valeur dans les deux mouvements, on 
a, dans le mouvement troublé, 

d\i^-?.d[]-\-jLdW: 
mais on a aussi 

d\^ = '2 d[] -^-i. py^ cosC / , V ) V dt, 

d'où, par comparaison, 

Si Ton admet que la force principale passe par l'origine, on a. 
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dans le mouvement non troublé, une équation de la forme 

comme r^ -=- a la même valeur dans les deux mouvements, on 
dt 

a, dans le mouvement troublé, 







..4« = .,; 


mais on 


a aussi 




, 


dr^ -r 
dt 


-p-/;cos(y., /-^jz-rf/, 


d'où 






(8) 


àX^ dai 


..=PXC0s(7., r^J)r 



Les équations (7) et (8) et deux équations, telles que (6), 
permettront de déterminer les a/. 

2. Application à la recherche de r influence de la résis- 
tance d'un milieu proportionnelle au carré de la vitesse 
sur le moui^ementd'un point matériel attiré par un centre 
fixe en raison de la distance, — Soient 

2 a, 26 le grand et le petit axe de l'ellipse qui serait décrite si 

le milieu n'existait pas ; 
e son excentricité relative ; 

Fangle que forme le rayon vecteur r avec un axe fixe OX; 
w Fangle que forme le grand axe Ox avec OX. 

L'équation de l'ellipse peut se mettre sous Tune des deux 
formes suivantes : 

{a') r^[i — e^cosH^ — w)] - a^{i — e»). 

On en déduit de la seconde 

dr _ <?*r8in(B— a))co8('0 — 0)) 
56 ~ I — e*cos«(e- to) ' 
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d'où, pour Tare élémentaire, 

{U) \ i — e^ cos* ( 6 — w ) 

( = Z>[i — e«(2 — e2)cos«(9 — a>)«[i — e«cos«(^--wr* rfB. 

Si k^r est la force allraclive, on a 

d'où, en ayant égard à la condition — + ~-=ii et désignant 
par g une constante arbitraire, 

^ = acOS(A:r -h £), X ~b^\ïi{kt-^t). 

On déduit de là 

cLx , « (Iy , /> 

dt y dt a 



et 

^ rf/ï ^ dt^ 



'-{P'-'È-> 



mais l'équation de Tellipse donne 

.r* _ /•* — b^ y'^ _ a> — r' 

«2 ~ «2 — ^2 ' ^ "^ «2_^j ' 

d'où 

^/•2 -u r« ^ft2 



(C) V2=/f2(««-h /;«—/•»): 



f//2 



ce qui n'est autre chose que l'équation des forces vives. On a 

aussi 

.r dr — y dx . , 

— - — r-^ = kao 

dt 

OU 

(d) r^f^=kah. 

Enfin, si l'on remarque que - = lang(0 — w), il vient 

ce 

(e) tang(6--io) = - tang(A:/4- e). 
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Les équations (a) ou {a') el (e) seront des intégrales com- 
plètes de celles du mouvement elliptique, puisqu'elles renfer- 
ment les quatre constantes arbitraires a, b, «, g; les équations 
(e) et {d) seront des intégrales premières. 

Abordons maintenant la question du mouvement troublé, 
en représentant par pV^ la résistance du milieu (*). 

Si Ton remarque que le moment de V, par rapport à 0, est 

r- -,~n on a, eu égard aux valeurs (c) et (d), 

d\^ = — A2 dri — 'JLO V* ds = — /t» dr^ — 'i p A:«(rt« -^ b^ ~ r^) ds, 

dr^-r =— ?r^ -j-Ydt=—pr^-r- ds = — pkab ds: 
dt ' dt ' dt r ) 

mais, en vertu des équations (c) et (rf), on a aussi 
r/V2 =r-. /.-î [d{a^-^ h^ ) — dr^ ] , 

clr^ --- = le dabj 
at 

d'où, par comparaison, 

ada-^hdb =z — p(a'^-h b^ — r^-)ds, 
cl ab — b da -{- a db — — p ab ds. 

On déduit de là 

/ ^2 — /'S 

db^-pb'^^-d.s: 

En substituant à r- sa valeur tirée de l'équation (a'), on 
obtient 

l (la ~ — pa , , rt.v, 

} ' I --6'^COS*(0 — to) ' 

(' ) < 

db =^-' pb —^ - -— «T/l -N^^»'- 

' l — 6?2 coS* ( — W ) 



(') D'après les expériences de Didion, on aurait dans l'air 

o,o236 

'^ = -iï- 

pour une sphère en laiton dont le rayon H serait exprimé en millimètres. 
(') Nous étions déjà parvenu à ces résultats par des considérations géo- 
métriques, à la page 4^6 du Tome II. 
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Si l'on pose 

A=: [i — e«(2 — c2)cos'(0 — a))]«[i -e'C0S*(fJ — 0))] *, 

il vient, en remplaçante^ par sa valeur (ft), 
da — — pa^8in*(ô — w) ArfÔ, 



d") 

^ ( cf^ -- — p^»*C0S«(6-a>)AÉ?e 

Si l'on développe les deux facteurs de la fonction A en séries 
ordonnées suivant les puissances de e^cos^{9 — (,)), qu'on 
effectue la multiplication, qu'on remplace ensuite dans le pro- 
duit les puissances du cosinus par leur valeur en fonction du 
cosinus des arcs muliiples, on arrive à une expression de la 

forme 

A — 25P/coS2/(6 — o>), 

dans laquelle / représente un nombre entier, P, une suite de 

termes en e^', e^^-^^, e^'-^\ On reconnaît de cette manière 

que les coefficients Po et P<, les seuls que l'on ait à considérer 

p 
dans ce qui suit, sont essentiellement positifs et que P© > — (* ) ; 

mais, comme les séries ainsi obtenues sont peu convergentes, 
on mettra plus loin ces coefficients sous une autre forme qui 
se prêtera mieux aux calculs numériques. Quoi qu'il en soit, les 
formules (i") deviennent 

n r /û 1 n r /û 1 4- COS | ( (0)1 \ 

Po[i — cosa(6 — w)]-f-P, coS2(6— o>) ^- j 

-H^ P/ C0S2fï6 — (O) \ ^f), 

COS2(/-+-l)(0 — W)-HC0S2(/ — 1)(0 — (o)l I 

PoLn-COS2(6 — Wlj4-Pi COS2(0 -(U)H -? i\ 1 

COS2(/-i-l)(0 — tO^ -4-0082 (/ — l )(0 — (0)1 \ 



« 3 8q 720 - 176'! I 

^ ' * 4 32 5l2 '20\S 

r» ./3 3i . 761 . ï552q , \ 

' \4 16 J12 20\H ' 

vil. 



34 HUITIÈME PARTIE. — CHAPITRE l. 

Dans une oscillation elliptique, on peut considérer a, 6, ^, 
par suite Pi comme constants, et, en intégrant entre les limites 
= 0), = 27: + w, on obtient, pour les variations éprouvées 
par a et 6 à la fin de cette oscillation. 





l ^a = -pabTz(Po—^:^) 


(^) 


1 a^ = _p^î^/p,+ ^\ 


On a d'ailleurs 


e^e = 0-, 

a a 


d'où 




(3) 


. b^ P, 
' a e 



On voit ainsi que l'excentricité, par suite Taplalissement, ira 
en augmentant. 
Si Ton pose 



= sinia = 



2 — 6-2(2 — ^'^) 



i =sm2p =-- r-^17' 

cosa y (2 --6^)2 



on a 



A - M[i— >. tanga cos2(6- to) -i- tang^a]^ 

_ 5 

X [i — 2 tang3cos2(0- - w) -h lang^p]'-. 
Si l'on pose encore 
|i — 2 tanga cos2(0 — to) -• tang*a]* ^ i:oA/cos2i(0— w). 
|i — 2 tangpcos2(6 — w)-f tang^ôj'^ =r. 2oB/COS2/(6 — tu). 
on obtient 

Ett appliquant les formules qui ont été données au n" 19 de 
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riniroduclion, on trouve 

A,= ,-^Qytang«a+(^ytang*a-H(jI^ytang«a + ..., 

A, = atanga(- ^ 4- ^ ^ ^^°g'«-^ îî jf^ tang*« + .. •), 
A,==.tang.a^--H--_^^lang.a+— ^^^tangv, + ...), 

B. = .langp(^^^^tang.p-^^g^^lang»p+...), 

B, = , tang.p(l^ -. l i^^ ung.p -. f^J ^^^ tang^p.-. . . ) . 

Dans le cas du cercle où ^ — o, on a 

oa — ùb — — Tzpa* = — 3,iipa*, ce* = o, 

el la courbe décrite par le mobile restera constamment un 
cercle dont le rayon diminuera jusqu'à zéro. 

Pour e- — \ ou pour Taplatissement =o,'207i, on a 

à peu près 

on — — o,93irpfl* = — 'i,92pa*, o/y = — *2,657cprt* = — 8,33p«*. 

Dans le cas d'une oscillation rectiligne complète, il faut re- 
monter à la première des équations (i) en y faisant 6 = 0, 
ds = dry et doubler l'intégrale par rapport à r prise entre les 
limites — a el a, ce qui donne 

ort^— -prt2^ — 2,67prt«, 

ce qui est conforme au résultat connu (p. 172, t. I), qui se 
rapporte aux petites oscillations d'un pendule simple dans un 
milieu résistant. 
Les formules empiriques 

s'accordent assez bien avec les trois résultats ci-dessus. 



36 HUITIÈME PARTIE. — CHAPITRE I. 

Si rondifférenlieréqualion(a) en considérant seulement a, 
6, (ù comme variables; que i on substitue à da, db leurs va- 
leurs ( I ' ), puis qu'on remplace b^ par a^ ( î — ^2 ) gj que, enfin , 
on divise par pr^, on trouve 

- 8in(6 — eu) rfo) 
p as 

_ __ (I — g^)^« sin»(Q — to) -f- (i — g^)« cos*(e — to) 
~ r* ^^ I — e^ cos2(0 — w) 

En remplaçant r^ par sa valeur déduite de la formule (a'), 

on obtient 

I — ^î sin2(6 — to) 
( 4 ) du) = û -— . — s r as 

OU, en a^'ant égard à la valeur (6) de ds, 
1 — eV 



[doy = ? ^—r- ^ 



^sin2(6--a))A<iÔ 



^ )(PoSin2(e-a>) 1 

^ e^ \ H-l2iP,-[sina(i-hi)(e-(o)-sin2(e-i)(0 — cu)]( ' 

En intégrant entre les limites w, 27: -h w de 0, on trouve 
ôw = o. Il suit de là que, à la fin des oscillations elfiptiques 
successives, les axes de l'ellipse, tout en diminuant, conser- 
vent une position fixe. 

On déduit, par la différentialion, de l'équation {e) 

dio ^ , , . ,b b dt 



OU, en éliminant /f^4- e au moyen de la même équation, rem- 
plaçant dtty db par leurs valeurs (i' ) et ûf« par sa valeur (4), 

jdt = r — ^r-^ r \- sin4(0 — lo) - IZ-f- slii 2 ( 6 — lo) L^f 

= p^r^ ^sin4(6 — to) — i=^* sina(e — a))|rrfa), 

en posant 

r = [l— e»(2 — «?»)cos«(0 — eu)]* [l — eîcos»(^ — w)] ». 
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On reconnaît, de la même manière, comme pour A, que Ton 
peut écrire 

r = 2oQiCosa/(B — co), 

et alors on a 

^dt= pblj ~- 8in4(9 — to)— ' ~'^^ - 8in2(6 — w) Qo rf6 

"^ V Iz ^2iQ'[8in^(^'-+-^0(^-w)— sin2(£ — 2i)(Ô— <^)] 

-ï-2i[Q,-8in2(/-M)(e— o))— sin2(i— i)(9-(o;]U6, 



I — éfV 



et, en intégrant entre = w, = xtt H- w, on trouve 8e = o, ré- 
sultat d'ailleurs qui ne présente aucun intérêt. 

Nous renverrons au Tome I, p. iSg, pour ce qui concerne 
l*étude du mouvement d'une planète dans un milieu résistant. 

3. Emploi des coordonnées elliptiques dans r intégration 
de quelques problèmes de Mécanique relatifs au mouvement 
d'un point dans un plan, — Par un point (.r, j) d'un plan, 
on peut faire passer Tellipse et l'hyperbole homofocales 



i» Ti 



a^ a^—c* ' b^ c^—b* 

en désignant par c l'excentricité linéaire censée donnée. 

A l'inverse, on peut exprimer ^ et j en fonction de a, 6, 
considérés alors comme variables indépendantes. £n se pla- 
çant à ce nouveau point de vue, les équations précédentes 
donnent 

ah 
c 



(I) ^=-, j=i/a»-6-*)(c«-6»), 



valeurs dans lesquelles on a supprimé l es doub les signes, 
parce qu'on conviendra d'attribuer à 6 et à ^c^ — b^ des valeurs 
tantôt positives, tantôt négatives ; cela revient, en effet, à poser 

b = ccoscp, 
d'où 



j: = ûC08cp, r = /c* — b* siûc? 
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On déduit des équations ( i ) 

(, a db -\- b da 
dx— , 
c 

i*=^(i^5!:«*.-v/s=ï'4 . 

d'où, en désignant par ds Télément d'une courbe décrite par le 
point (j?, 7), 

,./.,./ dà:^ àb^ \ 

(3) ^,. = («t_^.;(__^^__). 

Si l'on pose 

(4) .= Ç-M^. mT-t^-' 

J s/a^--c^ J >f^^b^ 

on peut considérer a et 6 comme étant respectivement des 
fonctions de a et (3. 

Arrivons maintenant au mouvement du point {x,y), solli- 
cité par une force dérivant du potentiel U, et posons 



w ^=î. - 


^•-- 




X 


L'équation (3) devient 








ds 


2 

2 ~ 


À(a'»-i-P'«); 



et l'équation des forces vives donne la suivante : 

(6) 2T = X(a'2H-p'2) = 2U + //, 

dans laquelle nous considérons U comme étant une fonction 
de a et p. 
A l'équation (6) nous joindrons l'équation de Lagrange (*) 

^^^ dt da' da " ai' 



(') Nous ne ferons connaître que plus loin, au Chap. IV, les équations 
de la Mécanique analytique. Mais, dans un esprit d'ordre, nous avons cru 
devoir nous permettre cette anticipation. 
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On déduil de l'équalion précitée 

ôx - fia î'^ P ^c^a 

et réqualion (7) devient 

En multipliant celle dernière équation par T.'kcc dt^^ildx, 
on trouve 

(8) d{K0Ly=: -doL, 

On remarquera que X est de la forme 

(9) X-cp(a)-oi(p). 

Si Ton admet que XU est de la même forme et si l'on pose 

(10) XU=/(a)-/i(P), 

réqualion (8) devient 

d'où, en désignant par C une constante, 

(11) \to,'t=\i'^^ =2/(a)-h//cp(fli)-C. 

En portant celte valeur dans l'équation (6), en ayant égard 
aux valeurs (9) ei (10), on trouve 

et, en divisant Tun par l'autre cette équation et la précédente, 

et la séparation des variables est effectuée. 

Revenons maintenant de a, (3 aux variables a et b. Des for- 
mules (4) et de la comparaison entre la troisième des for- 
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mules (5) çi la formule (9) on déduit 

doL = —. , rt B = ■ > 

cp(a) = ««, cpO) = ^.«. 

Nous pouvons d'ailleurs écrire 

(i5) /(a) = F(.i), /i(?) = F.(6), 

elTéqualion (i3) devient 

(16) 



L'équation (11) donne 



Ha^-^b^) 



v/2/(2)H-//cp(a)-C 

ou, en se reportant à la formule (i3), 



_ r a^clx r ¥ 

J v/a/Ca;-r-//cp(a) — C J '^C^[2j\( 



OU, en ayant égard aux deux premières des relations (i4), 

a^da 



, _ /' a^da 

1 " J /«2--72/a"F(^ 



\ J v/c2-XVC-l'2Fi 



et Ton obtiendra t par deux quadratures. 

Comme application, proposons-nous de déterminer le mou- 
vement d'un point m attiré par deux centres fixes F, F', 
en raison inverse du carré de la distance et par le milieu 
de la droite FF' en raison de la distance. 
Soient 

r = mb\ r'=/nF\ p = 0/w 
et 

'": 



MÎ ». 2 » 



les attractions exercées par F, F', 0. 
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On a 

et, dans l'ellipse ayant pour foyers F, F', en ayant égard aux 
valeurs (i), 

ex 

r—a '•^—a'\'h^ r'—ia — r~a — b, 

a 

par suite, 

XU = ({x-i-fi')a — va»(fl«— c«)— [(}!- |jl') ^ -i- v^>«(c»— ^»)], 

et la condition d'intégration (lo) est satisfaite. 
Nous ferons, dans les équations (i6) et (17), 

Les équations (i) feront connaître, en fonction de celles de 
X, y, les valeurs «o, fto de a, b correspondant à ^ — o. En diffé- 
rentiant ces équations par rapport à t, on obtiendra aussi les 

valeurs initiales \~Tf)'^\-j}] ^®;77';77^" moyen de celles 

de ( -^J 5 f-~j • Les intégrales de Téquaiion (16) seront 

prises respectivement à partir de a©, 60 et, par conséquent, 
sans introduction d'une constante arbitraire. H ne nous reste 
donc que l'inconnue C, que l'on déterminera en divisant l'é- 
quation (16) par J/ et exprimant que l'on a 

dt "[diJo' dt ~ \dt)o 

pour a = tto, 6 = 60. 
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CHAPITRE IL 

MOUVEMENT D'UN POINT MATÉHIEL SUR UNE COURBE FIXE. 



§ I. — Questions diverses. 

4. Quelle est, parmi toutes les courbes passant par un 
point A et comprises dans un même plan vertical, celle 
pour laquelle un point pesant partant du repos en A par- 
court un arc d'une longueur quelconque dans le même 
temps qu'il mettrait à décrire la corde qu'il sous-tend? 
(Sallàdini, 1804.) 

Soient 

Aj la verticale du point de départ A ; 

B le point de la courbe où se trouve le mobile au bout du 

temps t; 
V la vitesse en ce point; 
r la corde AB ; 
Q Tangle qu'elle forme avec Aj. 

On a 

p2= — =2g7'cos0; 

d'où, pour le temps employé à parcourir Tare AB, 




• dr^ 
2^r cosO 



Le temps qui serait employé à parcourir la corde AB est 
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donné par 

® 7. 



d'où 

^cosO 



-V\ 



Égalant les deux valeurs de / que Ton vient d'obtenir, on a 



^V cos6 J^ y rcosô 
d'où, par la différenlialion par rapport à (?, 

cos6 -ijr -i- rsin 



rfO; 



^0^'°"'^ / ^^ 



s/' 



cosO V ^0* 

Si l'on élève au carré, on obtient 

^--^- tangue; 

d'où, en désignant par c^ une constante, 

r^ — c*siii2 6, 

équation des lemniscates dont A est le centre et dont l'axe est 
incliné de 4^" sur la verticale. Nous renverrons au Tome I, 
p. 73, pour la démonstration géométrique de ce théorème. 

5. Quelle est, parmi toutes les courbes axant une origine 
commune 0, celle pour laquelle un point matériel, partant 
de cette origine sans vitesse initiale, soumis à l'action 
d'une force dirigée vers un centre fxe et proportionnelle 
à la distance, décrirait un arc quelconque dans le même 
temps qu'il mettrait à parcourir la corde correspondante? 
(0. Bonnet.) 

Soient {fig. 2) 

O le point de départ pris pour origine ; 
A le centre d'attraction ; 
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r = 0/w le rayon vecteur d'un point m de la courbe; 

ô Tangle qu'il forme avec OA^; 

do sa valeur initiale; 

fjL'^Am Tattraciion exercée sur m; 

/la dislance OA. 

Fig. 2. 

C A X 




Le principe des forces vives donne 



mais on a 

par suite, 

(0 






dt^ 



jjL*(2/rcos6 — r*). 



On déduit de là, pour le temps employé par le mobile à décrire 
l'arc Oa/î, 



(•^) 



V- 




dr^ 



2/rc066 — r^ 



rfÔ. 



En ce qui concerne le parcours de la corde O/w, il suffit de 
supposer d constant dans l'équation (i) qui devient 

-j-^ = \L^{ilr cos — r^ ) ; 
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d'où, par la différenlialion par rapport à /, 

•^ -f- (!*(/' — /cosO) = o, 

dr 
équation dont Finlégrale est, avec les conditions r~rzo^---zo, 

pour tz=io, 

(3) /' = /co86(i — cosfjir); 

on déduit de là, pour la durée du parcours de la corde Om, 



( î ) / = - arc cos 

^ • ' yi 



y /C086/' 



Comme les valeurs (2) et (4) doivent être égales, on a 



\' /cosO/ 



-f,V^' 



arccos(i— ■; r)= / 1/ — n î«Oï 



d'où, en différentiant par rapport à 0, 

dr / rfr* 

— rsinô — cos6^^ = cosô 1/ ''*-»- -ttti 

et, en élevant au carré, 

rdf) ^ 
-^=tang2e, 

équation de deux systèmes de lemniscates dont le centre est 
en et dont les axes font un angle de 45® avec OA. 

Ce théorème peut se démontrer géométriquement ainsi qu'il 
suit : 

Soient B la projection de A sur la direction de la droite m, 
M l'une des intersections de la perpendiculaire élevée en m 
avec la circonférence décrite du point B comme centre, et 
dont le rayon est égal à BO. 

Si l'on suppose d constant, le point /w, en parcourant la 
droite OB avec une vitesse initiale nulle, obéit à l'accélération 
IJL^XmB dirigée de m vers B; d'où il suit que m sera con- 
stamment la projection de M sur OB, en supposant que le 
rayon BM soit animé autour de son centre B de la vitesse an- 
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gulaire ^i. On a ainsi 

TnB = MB C08 [1 1, 
ou 

/cosô — r = /cosO COS^l?, 

ce qui n'est autre chose que Téquation (3). 

En considérant maintenant t comme constant et 9 comme 
variable, on voit que cette équation représente un cercle pas- 
sant par le point 0, dont le centre C est situé sur Ox, et dont 
le rayon est 

OC = - (i — cosîiO- 

Soient maintenant m' un point de la courbe infiniment voi- 
sin de m; n le point de la circonférence ci-dessus déterminé 
parla droite 0/w. 

Le mobile met le même temps pour parcourir les cordes 
0/w, On que s'H décrivait l'arc 0/w; le temps employé pour 
aller de en m' doit donc être le même, que le mobile reste 
sur la courbe ou sur la corde, de sorte que l'on doit avoir 
/w/w'— m'riy d'où 

mm'n = 180" — imnm' ~ 180° — '2(90" — '2O) = 2O, 

ce qui caractérise bien les lemniscaies auxquelles nous sommes 
arrivé ci-dessus. 

6. Courbes synchrones. — On désigne sous le nom de 
courbe synchrone le lieu des extrémités d'arcs issus d'une 
origine commune, parcourus dans un temps donné par un 
point matériel pesant, partant de cette origine sans vitesse 
initiale, lorsque ces arcs appartiennent à des courbes sembla- 
bles dont l'origine est le centre de similitude. 

Il résulte d'une propriété connue du plan incliné et du 
théorème de Salladini que pour le plan incliné et la lemniscaie 
la courbe synchrone est un cercle. 

Pour des boucles de cycloïdes ayant leur base horizontale 
et une extrémité commune qui est le point de départ, l'équa- 
tion de la courbe synchrone est très compliquée ; néanmoins, 
on est parvenu à démontrer qu'elle coupe les trajectoires à 
angle droit (théorème de Bernoulli). 
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Soient {Jig. 3) 

Ox, Oj rhorizonlale et la verticale de Torigine des cy- 
cIoYdes ; 

S le sommet de Tune d'entre elles; 

Om Tare de cette courbe parcouru au bout d'un temps donné; 

A, G, ACB=^M le point de contact avec Oxy le centre et le 
diamètre du cercle générateur passant par m\ 

9 Tangle formé par la corde km avec AO; 

s un arc quelconque de la cycloïde, mesuré à partir du som- 
met S. 

Fig. 3. 




En se reportant à ia page 82 du Tome I, on a 

^ j! — _ -^ 

,, , . dOrn di'y.n — s) 
d ou , en exprimant que s^=^iu, — ^ = =0 



dt 



pour tzzj:0. 






Considérons maintenant t comme constant et u comme va- 
riable et désignons par 



la hauteur de la chute verticale du mobile, censé libre, au bout 
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du temps /; le poinl M est Texlrémilé de la courbe synchrone 
qui correspond à w = oo. L'équation (a) peut se mettre sous la 
forme 

s ~ 1U cos I / - • 

V « 

Mais nous avons aussi 

s = 2wB = 2«cos<p; 
d'où, en identifiant, 

et 

^^ 

Nous allons maintenant substituer à u la variable cp. 
Nous avons 

OA — arcAw — - ACm = «o = -, 



, . /i sin ç 

corde Xm = « sincp = — —^ » 

et, pour les coordonnées du point m, 

.r r= OA ~ corde Xm cos 9 = -(i sins©)! 

? \ 2? / 



j — corde A/w sin cp = ~ sin* cp ; 



d'où 



(Li: 1/1 I « sino coscsX 

-r = -^ — cos2 9 H 1 ^ , 

«? ?^ \ ' ? / 

fl?r xh I sin'cp . \ 



rfK 



puis 

(2) r_ =_tang9. 

11 suit de là que la corde km est la tangente à la courbe syn- 
chrone qui, par suite, est la trajectoire orthogonale des cy- 
cloïdes. 

Pour 9 = -, la tangente est verticale et Ton a 

97/ 4// 

•ï^ = — » J = -r • 
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La courbe synchrone coupera Ox en un point nto corres- 
pondant à <p = TT ou déterminé par 

JC = -, 

et Ox sera tangente en a/î©. 

On remarquera que, d'après l'équation (i), la tangente en M 
est horizontale. 

La courbe synchrone est reclifiable et carrable; l'expression 
de son rayon de courbure est même assez simple; mais nous 
ne croyons pas devoir entrer dans ces détails. 

7. Méthode employée par Despeyrous pour obtenir le 
développement en série de la durée d'une oscillation du 
pendule simple dans le vide, — Cette méthode est plus 
élégante et plus simple que celle de Poisson, qui a été repro- 
duite à la page 80 du Tome L 

Soient 

OA la verticale du point de suspension 0; 

OB = / la position du pendule à l'instant t ; 

9 l'angle formé par OB avec OA, considéré comme positif ou 

négatif, selon que OB est situé ou non du côté du point 

de départ par rapport à OA ; 
60 l'écart initial. 

L'équation des forces vives donne 

- -^ =^(cose — cosôo); 
d'où 



/^ 



dt = m -- 



y/cose — coseo /-, / . , 60 .J 



^2 4 / sin2 — — sin2 



•;• 



Comme dt est essentiellement positif, on devra prendre le 
signe — ou le signe -+-, selon que ô décroîtra ou croîlra. En 
ne considérant qu'une oscillation complète, on devra prendre 
lé signe — . 

VII. 4 
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Si T est la durée de la demi-oscillation descendante, on a 



Comme ^ <C ^o> on peut poser 



sin' — — sin* - 



sin- = sin — sincp, 

2 2 ^ 



et Ton a 

cp = o pour 6 = 0, ? = r P^^'^ ^ = ^0- 
On tire de là 



W' 



cos- = 4/ I — sin2— sin*cp, 



6 . ^0 , 

cos - «6 = 2 sin — coscp rtcp, 

d'où 

2 sin -^ coscp acp 



d^ = 



4 / I — sin'-^^sin^cp 
On a, par suite, 






rfcp 



.Oo 



i — sin2 — sm' ce 
2 

2 

On 
intégrale elliptique de première espèce dont le module est sin — • 

En développant en série, on a 
I 



4 / I — sin* — sin* cp 

1 . «60 . , 1.3.5. ..(2/z — i) . .00 . ,„ 
= i-f- -sm* — sin* CD 4-. ..H 7-^ sin*«— sin*«cp 

2 2 * 2.4.0. ..2/1 2 ' 

Si donc on pose 

«2/1= / sin*«cp^cp, 
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il vient 
. /g I . ,60 1.3.5. ..(2/1 — 1) . . 60 

\ l 2 2 2.4.6...2// 2 

Or, en inlégrani par partie, on a 

M2rt = — / sin'«-Jcprfcoscp 
«A 

it 
= — (co8<psin««-*cp)J -f-('2« — 1) / sin*«-'<pcos2cprf(p 

= (2/î — i) / sin*'*-*cp(i — sin2(p)^cp 

= (2/1 — I)M2„_2— (2/2 — l)«i„, 

d'où 

2 w — I , ^ 

"*'* ~ -m "*""* ^^ même 

2/2— -3 



3 

4 

2 



Si Ton multiplie membre à membre ces inégalités et si l'on 
observe que Uo= f ^9 = -> on obtient 

_ 1.3.5. . .(2/2 — X 
2.^,b, .,'1/1 2 

et Ton a par suite 

^p.3.5 ..(2/2-oy^.^,^eo^ j 

L 2 . 4 . . . . 2 /2 J 2 ^ 
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Si 60 est suffisammenl petit pour qu'on puisse prendre 

sin^-2 = ^, 
•À 2 

on a, en s'arrêlanl au second terme de la série, 



iv/|(-S)- 



§ 11. — - Des tautochrones . 

8. On dit qu'une courbe fixe est tautochrone lorsqu'un 
point matériel //î, soumis à l'action d'une force extérieure va- 
riable en grandeur et en direction suivant une loi donnée, qui 
est assujetti à décrire cette courbe, arrive dans le même temps 
en un point déterminé A^, quel que soit le point de départ A© 
pour lequel la vitesse est nulle. 

Pour plus de simplicité, nous supposerons la masse du 
mobile égale à l'unité. 

Nous ne considérerons que le cas où la force extérieure 
dérive d'un potentiel d'une seule variable %, potentiel que 
nous représenterons par 

-/(x). 

Soient 
Xo' Xi les valeurs de x en A», A,; 

(^ la vitesse du mobile arrivé en un point A correspondant à x; 
s l'arc AAj. 

Nous avons 
et, d'après le principe des forces vives, 

^'^ = 2[/(Xo)-/(7J]; 

on déduit de ces deux formules la suivante : 

1 d.9 



dt=- 



v/â v//(Xo)-/(x) 
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Si T désigne la durée du trajet AqAi, nous avons 



ou 




EL 



V v//(7o)-/(X) 

^0 



(h 



^^/ 



(0 ^=^- / -—"^-.^d,, 

^^^ //(Xo)~/^X) 

Il nous faut maintenant exprimer que cette durée est indé- 
pendante de X- A cet effet, en désignant par h une constante 
et par x une nouvelle variable que nous substituerons à x» 
nous poserons 

.,. j/(x.)-/(>c.) = /'. 

/(x)-/(/c.) = -^. 



d'où 




<3) /(X.)- 


-/(X) = /'-•'•. 


avec les conditions 




(4) x=o 


pour X = X, 


(40 x = A 


pour X -= Xo 



Lorsque, en général, une courbe est donnée par deux équa- 
tions entre trois variables, deux de ces variables peuvent 
s'exprimer au moyen de la troisième, et il en est par suite de 
même de l'élément d'arc. Nous pourrons donc poser 

(5) c?.y = 'f (.-c) dx^ 

et la formule (i), eu égard à la relation (3), devient 

(6) ._JL rS(--J^'^ 



I r cp(.r)r/,r 



Remplaçons maintenante? par une nouvelle variable u définie 
par la relation 

(7) .r = uh. 

En remarquant que u ~i pour x — h, Téquation (6) de- 
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vient 

Or, comme c'est la valeur de h qui définit la position du 
point de départ, il nous reste à exprimer que -^ = o, ou que 

Mais, si Ton attribue à h une valeur suffisamment petite, 
tous les éléments de cette intégrale seraient de même signe et 
leur somme ne serait pas nulle. 11 faut donc que chacun d'eux 
soit nul ou que Ton ait 

ou 

cp(x)/.r-4- - ^-— =0 

OU encore 

do{jc) _ i d,r ^ 
cp(j;) ~ 1 X ' 

d'où, en intégrant et désignant par C une constante, 

cp(.r) = -— . 
)/x 

La formule (5) devient alors 

cLjc 

ds = cp (x) dx = c -^ • 

Si l'on remarque que ^ = o pour ^ = o ou pour % = Xj» O" 
trouve, enjntégrant, 

OU 



(9) •^ = î^Cv//(x)-/(Xi). 

On déduit de là 
(.0) ds = C-.lMM^ 

v//(x)-/(x.) 
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OU 

S 

Si Fr désigne la composante langeniielle de la force exlé- 
rieure, on a, en se rappelant que ds est négatif, 

_F,rf. = -/'(X)^/x; 

d'où, en vertu de la formule (i i), 





F/=A>C) 


ds " 


S 

•le' 


Mais, comme 










Ft = - 


d^s 

- dt^' 




on a finalement l'éqi 


uation 






(ra) 




s 


> 



qui n'est autre chose que celle du mouvement du pendule 
lorsque Tamplitude de ses oscillations est très petite. Il est 
donc inutile de remonter à Téquation (8) pour avoir la valeur 
de T, qui est la suivante : 

L'équation (lo) est Téqualion générale des tautochrones dans 
le cas spécial dont nous venons de nous occuper. 

Maisfify s'exprime généralement au moyen des différentielles 
de trois variables, dont Tune sera x si l'on veut et dont nous 
représenterons par z et Ç les deux autres. Le problème est 
donc indéterminé, puisqu'il faut, pour le résoudre, se donner 
une relation entre les trois variables. On voit ainsi que, dans le 
cas d'un potentiel d'une seule variable, il y aura une infinité 
de tautochrones dont une au moins sera plane. 

9. Tautochrone dans le cas de la pesanteur. — Soient z la 
hauteur du mobile au-dessus du point d'arrivée; on a 
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et la formule (9) donne 

• Si la courbe est comprise dans un plan vertical, elle est, 
d'après celle équation, une oycloïde dont la base est horizon- 
tale. En enroulant le plan de la cycloïde sur un cylindre ver- 
tical quelconque, la courbe résultante sera toujours une lau- 
tochrone. On voit ainsi qu'il n'y a qu'une seule tautQchrone 
plane, mais qu'il y a une infinité de tautochrones à double 
courbure. 

Si le mobile est assujetti à rester sur un plan fixe, incliné de 
l'angle ^ sur l'horizon, la tautochrone est encore une cycloïde, 
puisque, dans ce cas, il est soumis à l'action d'une force, 
g-sin/, dont la direction est constante. 

10. Tautochrone plane dans le cas d'une force attractive 
émanant d'un centre fixe et proportionnelle à la distance 
à ce centre. — La distance r du mobile au centre fixe devra 
être substituée à la variable générale x> et il est évident que la 
fonction f{r) sera proportionnelle à r^. 

L'équation (9) peut donc se mettre sous la forme 



.ç = G y/r 



r?- 



d'où, pour le carré de la sous-normale polaire. 

Cette équation est celle d'une épicycloïde lorsque l'on a 

(«) Soient (yï^. 4) 
m un point d'une circonférence de rayon OA = R qui roule sur une cir- 
conférence fixe de rayon O'A = R'; 

cp = OAm; 

r le rayon vecteur O'm el Ç = O'I la sous-normale polaire de l'épicycloïde. 

On a 

!^=R'sincp, Am='iRcos'f, 

/•2=R'»+ Am -h 2R Âm coscp= R'*-i- 4R(R -h R') cos-f . 
En éliminant cp entre la première et la troisième de ces équations, on 
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Admeltons maintenant que C^i, et désignons par d Tangle 
formé par le rayon vecteur r avec une droite fixe 0'^ menée 
par l'origine 0. Nous avons 

et réquation (e) nous donnera 



^e 






Si C= I, réquation représente une droite située à la distance 
Pi de l'origine. 



trouve 

(a) 



^■=T(R^nv)[(^« + «')'-'-:]= 



si la circonférence O était intérieure, il sufQrait de changer le signe de R dans 
cette formule. 

Fig. 4. 




Supposons que, en résolvant un problème, on soit conduit à un résultat de 
la forme 



(*) 



*'= t: ('-;-'''). 



r, étant une constante positive, k une autre constante positive ou négative. 
Proposons de déterminer les conditions qui doivent être remplies pour que 
réquation (6) représente une épicycloïde. En identifiant (a) et (6), on a 

2R + R' = ±/„ 4(R-f-R')Rrr ArR"; 

d*où, en considérant R' comme essentiellement positif, 



ce qui exige que Ton ait k> — i. 



2 V ^i+k) 
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Pour C>i, le rayon vecteur r croît indéfiniment et B de- 
vient infini avec lui; la courbe est alors une spirale formée de 
deux branches symétriques qui s'éloignent indéfiniment du 
centre d'attraction. 

Si r^ = G, on a simplement 

11. Tautoclirone dans un milieu dont la résistance est 
proportionnelle au carré de la vitesse. — Si nous désignons 
pai* k le coefficient de la résistance du milieu, le principe des 
forces vives donne 

en se rappelant que ds est négatif. On tire de là 

dv^ j , idf{/) 

as as 

équation linéaire en (^2 dont l'intégrale est 



d'où 



et 

(i4) 






_ ^~^* ds 



4 / -2/ e-^ksdf{y] 






Nous remarquerons que l'on a 

^x„ ^X„ ^X. 

Posons 

(,5) -li= f 'e-^ksdfi:i\ x= f e-^^sdf(i), 

^Xo *^X. 

e-^^ ds = o(jc) dx^ 
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J7 élanl une variable que nous subsliluerons à x; nous aurons 
x = o pour x = %, et x = h pour x = Xq' L'équalion (28) 
devient 

(.6) .=.±f'îM^ 

el prend ainsi la même forme que lorsqu'il n'existe pas de mi- 
lieu. On est donc conduit à poser, en désignant par C une 
constante, 

C 

OU 

, , Cdr 

e- ^"^ as = — — • 
v/.r 

Comme on a 5 = pour x = Xi o" P<^"r x — Oj il vient, en 
intégrant, 

En élevant au carré et remplaçant x par sa valeur (i5), on 
trouve 

Si nous différentions, nous trouvons 

En intégrant maintenant et remarquant que * = o pour 
X = Xi> il vient 

-^(-..+f^p)=/(,)-f(,.) 

pour réquation générale des tautochrones. 

On remarquera que t a la même valeur que dans le vide, en 
vertu de la formulé (i6) et de l'expression (17) de la fonction 
cp(x); il est facile de démontrer en outre que la composante 
langentielle de la force 



-/'(x)g-*<'' 



est proportionnelle à s. 
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§ III. — Des brachistochrones , 

12. On donne le nom de brachistochrone à la courbe que 
doit décrire un point matériel soumis à Faction d'une force 
dérivant d'un potentiel pour que, en partant d'une position 
donnée sans vitesse, il arrive à une position également donnée 
dans un temps minimum. 

Cette définition peut recevoir diverses extensions, en sup- 
posant qu'au lieu de deux points on ait deux courbes don- 
nées; alors les points de départ et d'arrivée sont à déterminer ; 
enfin, le point matériel peut être assujetti à se mouvoir sur 
une surface. 

Nous rappellerons d'abord les formules suivantes 

/ I _ r^ 
p ds 

dx I ^ /fcosa 

COS a = -y- = -_ , COS A = — j — ) 

as y/i_+_y2^_3'j as 

^^'^ ^ Q dr y' rfcosS 

COS 3 = -7- = • — , COS [Ji = — -j—^ 1 

ds ^/,_^y2^_3'2 dt 

dz z' d COS 7 

, COSV = -, — rî COSV = — ^— * , 

as ^,_j_y2_^3'i dz 

dans lesquelles p et de sont le rayon de courbure et l'angle de 
contingence d'une courbe; a, {3, y et X, //, v les angles formés 
avec 0.r, 0/, 0^ par la tangente et la normale principale. 
Soient 

{Xo,Xo9 ^0), ('^i> Ji» ^1 ) les points de départ et d'arrivée; 
9(^, j, z) le potentiel; 

1?j:=~-, Fy=j^, P^zzL-^ les composantes suivant Ox, 

Oj, Oz de la force extérieure P; 
Pc— Pxcosa -h P^cos(3 4- Pzcosy sa compçsante tangentielle; 
V la vitesse du mobile à l'instant /. 

En représentant par 90 la valeur de 9 au point de départ 
jfious avons 

V2=2(o~Cpo), 

et V est une fonction de x, j, z. 
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De réqualion 



on déduit 



(^) 



rt — V -jr — -j- > 

a.y cosa cur 



P.r=V 



(JV 



P^=V 



à\ 



11 s'agit de rendre minimum la durée 



P.= V 



d\ 



ic) 






On posera, en conséquence, en se reportant au titre 1 de 
l'Introduction, 



{d) 

et Ton aura 



v/ •-+-/* 



y^^ ^ c};- V3 COS a 



M' = 



V/ 



X 



cosp 



dx ~~ y dx V* û?.r 

_ cosfJL ^£ cospP^ _ 
~" Vcosa ds V3cosa ~ 



Vcos 



osa \ 



PfCos3 V2 \ 
____co8|.j; 



par suite. 



r^ 



V^ COS a \ d^^ ds ds df ) 

I / y2 \ 

= — ^7^ ( P> -i- — COSfJl — l\COSp 

( et, de même, 
2^ L_/v— -— --+-— ^ 

V*cosa \ ds^ ds ds dz ) 

T / V2 \ 

= — tt; ( Pz H COS V — P/ COS Y . 

V^cosa \ p V 
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On peut meure ces fonctions sous une autre forme, en 
substituant ^ à la variable s. On a, en effet, 

ds ~ y dt^ ds " dt' 

ds^ ~~\dt\ydt)~'Y\ \^ dt dt '^ y dt^ )'* 
par suite, 

V^cosa V dt^ \ dt dt df ) 

{e') [ et, de même, 

I (d'^z 1 d\ dz ^\ 

~ V^cosa V dt^ y dt di"^ dz)' 

Si la brachisiochrone se rapporte à deux courbes, Tune de 
départ et l'autre d'arrivée, les conditions (t4') du n" 11 de 
l'Introduction se réduiront à la suivante qui s'appliquera à 
chacun des points extrêmes 

I -f- cosP(Sj —f'^x) -f- cosy(52 — z'8x) = o 

ou ^ ^ 

cosa ^- -+- cosS ^- -!- cosv ^- = o. 
os ' o.v ' as 

Donc ia brachistochrone sera normale aux courbes de 
départ et d'arrivée. 

13. Brachistochrone y lorsque le point mobile n'est pas 
assujetti à rester sur une surface, — OnaY:=o, Z = o ou, 
en ayant égard à {e), 

Pj H COS [Jt — P< cos P = o, 

Pz H COSv — Pf COSY = O 

r 

En ajoutant ces équations respectivement multipliées par 
cos (3 et cos y, et remarquant que 

cos^cosfji -+• COSY ^^sv = — cosacosX, 

PyCOSP-t-PzCOSY = Pf— PxCOSa, 
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on trouve 

V* 

(/') Par H COSX — P/ COSa = O. 

On déduit de là 

Par COsX -H ?y COS fJl -f- P^ COSV — ; 

donc la composante normale de la force extérieure est 
égale à la force centrifuge (théorème d'Euler). 
Il résulte des équations (/), {f ) que P se trouve dans le 

plan de P^ et de — > c'est-a-dire dans le plan osculateur. Donc 

le plan osculateur est normal à la surface de nii^eau corres- 
pondante. Cette propriété et la précédente caractérisent com- 
plètement la brachistochrone. 

En ayant égard aux formules (e), les équations (/') et (/) 
reviennent aux suivantes : 



(g) 



dont deux seulement seront distinctes et seront les équations 
dififérenlielles de la courbe. Leur intégration introduira quatre 
constantes arbitraires que Ton fera disparaître en exprimant 
que la courbe passe par les points de départ et d'arrivée. Les 
équations précédentes peuvent aussi se mettre sous la forme 
plus simple 



d^T 

^ ds^ 


d\ dx ÔY 


ds ds 0,jc 


ds'^ 


d\ (fy d\ 


ds df dz 


d^Z_ 


d\ dz d\ 


ds ds dz 



is') 



di 








V 


d I 


dx 


• 


dx ' 


ds V 


ds 


— ^\ 


'V 


d I 


dy 




àf 


ds V ds 


= o, 


'\ 


d I 


dz 










= o. 


ôz 


ds V ds 





\ ôz ds V ds 
La composante normale de la force P peut se mettre sous la 
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forme ^ -jx^^ s'annule avec V. // suit de là que, au point de 

départ, la courbe est normale à la surface de niveau pas- 
sant par ce point. 

En laissant indéterminée la position du point d*arrivée, deux 
des coordonnées d'une brachistochrone s'exprimeront au 
moyen de la troisième et de deux constantes arbitraires a, ûi . 

L'équation 

I dx^ -4- rfr« -f- dz'^ 

-, tr^ = ?-?o 

permettra de déterminer t en fonction de la troisième coordon- 
née et de a, a o sans introduire une nouvelle constante, puisque 
t est nul au point de départ. On peut concevoir que, inverse- 
ment, la troisième coordonnée, par suite les deux autres, 
soient exprimées au moyen de t, a, a\ et c'est ce qu'on sup- 
posera dans ce qui suit. 
Soient 

OA, OA' les arcs décrits dans le même temps t de deux bra- 
chistochrones issues d'un point 0, infiniment voisines, et 
dont les paramètres sont respectivement a, a\ et a-h-ôa, 
ûi H- àa\ ; 

AT la tangente en A à OA ; 

Aô la direction de A A'; 

X, j, z les coordonnées de A. 

Les coordonnées de A' étant 

dx ^ dx ^ dr^ dv ^ dz ^ àz ^ 



ôa ùay àa àa^ da àai 



on a 



,^ ^ dx Za âx 8^1 
cos(6, .r) = T- ^ -+- :r~ "^ ' 

C0S(e, j) .^ -^ _ -+- -1- _L, 
^ '"^ ' du dfs âai ôJ 

,- ^ âz ^a dz 8ai 
C0S(e,3) =— — -i- r- -^-y 



en posant 



//ôXr^ de ^ \2 /âf ^ ày^ Y /'^^ ^ dz ^ \* 
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d'ailleurs 

dx i dx .- . \ dy z^. x i dz 

on a donc 

en posant 

(0 

on déduit de là 



cos(T, e) = ;rj^ (U 8a -4- Ui Sai), 



"^ da dt da dt ôa dt ' 

TT _ ^'^ ^^' '?^ ^^ ^^ ^' 
* ~ 5rti^ Tt àax dt àai dt ' 



du ^d^x dx d^Y dr d^z dz 
'dt ~" ~d^ da ~^ dt^ da dt^ da 

dv d dx dy d dy dz d dz 

dt dâ'dt 'dtdâdt dt dâ ^ 

~ dt^ da'^ dt^ dâ'^'dt^ d^'^ 2da [iF "^ ^ "^ di^ , 
OU 



d[] 


d^x dx d^y dy d^z dz 


dt 


~ dt^ da ' dt^ da ' dt^ da 


ons 


{g) reviennent à celles-ci : 




d^X 2 dW dx d\ 




dt^ V dt dt '^^ dx " ""' 




d^y 1 rfV dy dN 

dt^ y dt dt ^ df ""' 




d^Z 1 d\ dz d\ 




dt^ y dt dt ~^^ dz ~ ''' 



qui ajoutées, après les avoir respectivement multipliées par 

âœ dr àz , 

-r— > -;f-9 -^r-î oonnent 

ôa da ôa 

__ d^x dx d'^y dy d'^z dz t. dS l dx dx dy dy dz dz \ 
^ ~" 'dF da di^ da "^ ^ dû " y ~df \di da ~^ di da '^ di da) 
/dy dx dy ^ dydz^\ 
\dx da dy da dz da/ 
_d^dx d^ày ^ ^ __ 2U ^ dy_ 

~ "dF dâ'^ dt^ dâ~^ dt-^ da T dt '^ d^ 

VII. 5 
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ou, vu (y), 


du 2U dV 


d'où 


U = V(a,ai)V», 



en désignant par W une certaine fonction de a et a^. On ob- 
tiendra une expression semblable pour Ui, et Ton a, par suite, 

C08(T, e) = ^ [W(a, aO^a-h- Wj (a, «i ) 8ai]. 

Comme âa, Sa^ sont arbitraires, on peut faire dai = o, et Ton 
a, en ayant égard à la valeur (h), 

c,8(l,e)- "'"■■'■' 



v/ 



ÔJC^ àj^ dz^ 
da^ àa> da^ 



Supposons que Oz soit dirigé suivant la normale à la surface 
de niveau passant par le point de départ 0, c'est-à-dire sui- 
vant la tangente à OA. Si l'arc OA est très petit, on peut consi- 
dérer la force P comme constante pendant le temps très court 
employé à parcourir cet arc, et, en désignant par g sa valeur, 

on a 

V = ^'igz. 

En supposant ^ et j développés suivant les puissances de z, 
et en s'arrêlant aux termes du second ordre, on a deux expres- 
sions de la forme 

X = kz^j y — K z^^ 

dans lesquelles k et V sont des fonctions de a, ai. 
On déduit de là 

sf^zdt = ds = /i-+-4(Â:2-i-^'2)32 û?2 = [iH- 2(X:2-f- k'^)z'^] dz, 

d'où 

^ = ^^[i — i{k^-^ k'^)z^]dt, 

yjz 

En portant dans le second membre la valeur z = ^— obte- 
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nue comme première approximation, puis intégrant, on trouve 



Çf,-|(A.+ *'.),...v]. 



dz 
Il résulte de là que ^ est du sixième ordre et peut être né- 
gligé. 
On a ensuite 

da da da 4 Oa da ^ 

et, comme V = gt^ il vient 



co8(T,e) = 4 ^<'''«'> 









ce qui est inadmissible ; il faut donc que ^ soit nul et de même 

que Yi = o. Donc (T, 0) = 9o^ 

En faisant varier les paramètres a, ai, le lieu des extré- 
mités A des arcs isochrones OA est une surface synchrone. 
On voit, d'après ce qui précède, que les arcs isochrones des 
brachistochrones sont normaux à la surface synchrone. 

Si les équations des brachistochrones ne renferment qu'un 
seul paramètre arbitraire, la surface sera remplacée par une 
ligne synchrone normale aux arcs isochrones. 

Nous verrons plus loin que, dans le cas de la pesanteur, la 
brachislochrone est une cycloYde dont la base est horizon- 
tale. Le théorème précédent, qui paraît dû à M. J. Bertrand, 
est donc une généralisation du théorème de Jean BernouUi 
(n° 6). M. Bertrand a donné de son théorème la démonstration 
suivante. 

Soient OA, OA' les arcs de deux brachistochrones infini- 
ment voisines, issues d'un même point et décrites dans 
le même temps t\ AT, A'B les tangentes en A et A', menées 

en sens inverse. Supposons que l'angle AA'B = A'AÏ soit 
aigu, et menons dans le plan BA'A la droite AB faisant avec 

A A' un angle égal à A A'B; on a AB = A'B. Soient Îk le temps 
qu'emploierait le mobile pour aller de en B; V la vitesse ac- 
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quise en A, qui est la même en A' el B aux infîniment petits 

près du premier ordre. 

En allant de en A en passant par B, le mobile emploierait 

le temps 

BA 

Pour aller de en A', il emplofe le temps 

BA' 

d'où Ton conclurait BA > BA', ce qui est absurde, et le théo- 
rème se trouve démontré. 

ik. Brachistochrone lorsque le point mobile est assujetti 
à rester sur une surface. — Soient 

{k) F(.r,r, 2) = o 

réquation de la surface; /, /w, n les angles que forme sa nor- 
maleavec Ox, Oj, Oz. 

Les formules (i i''') du n° 8 de l'Introduction et {e) du n** 12 
du Chapitre actuel donnent, en désignant par K une quantité 
inconnue, 

l PyH COS|JL— Pf cosp = Kcosw, 

(/) / ^ 

[ Pz H COSV — Vt COSY = K 008/?. 

Si l'on ajoute ces deux équations, multipliées respective- 
ment par cos(3, cosy, et si Ton remarque que 

PyCOSP -i-P^COSY = P/— PxCOSa, 

cos p cos |j. -H cos Y ces V = ~ cos a cos X, 
on trouve 

(/') ParH COSX — Pf COSa= KCOS/. 

Supposons que l'on place l'origine des coordonnées en un 
point de la courbe, que Ton dirige Ox suivant la tangente à 
cette courbe et Oz suivant la normale à la surface; Oy sera 
la normale géodésique au point de la courbe. 



(m) 
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Pour ce point, on a a = o, (3 = y = 90*^, X = 90°, ^i — qc»— v, 
1:=: m — 90*», P^=: P^ ; l'équalion (/') devient une identité. Des 
deux équations (/), la seconde renferme seule Tinconnue K 
qu'elle déterminera ; la première devient, en désignant par T 
le rayon de courbure géodésique, 

Donc la composante géodésique de la force extérieure 
est égale à la force centrifuge géodésique^ ce qui caracté- 
rise une brachistochrone. 

La condition précédente est satisfaite pour une ligne géodé- 
sique censée décrite par un point sollicité par la force nor- 
male à la surface et dont le potentiel est F(^, j, z). Donc la 
catégorie des hrachistochrones comprend les lignes géodé- 
siques. 

Si dn est l'angle de contingence géodésique, la composante 

géodésique prend la forme — V -77 et s'annule avec V. Si donc 

on désigne sous le nom de courbes de niveau les intersec- 
tions de la surface donnée avec les surfaces de niveau, la tan- 
gente au point de départ est normale à la courbe de niveau 
en ce poin t. 

D'après les formules {e) du n^ 12, les équations (/) et 
(/') reviennent aux deux suivantes 

d^_d\^dx^ ^ V^— — ^ — V— — ~î^ — 
ds^ lis ds dx _ dx^ ds d^ dy ds^ ds ds dz 

àx dy dz 

dont, d'après ce qui précède, l'une rentre dans l'autre. L'in- 
tégration de l'équation que l'on conservera, introduira deux 
constantes arbitraires, que Ton déterminera par les conditions 
que la courbe passe par les points de départ et d'arrivée. 
Mais, si l'on ne considère que des brachistochrones ayant le 
même point de départ, l'équation intégrale ne renfermera 
qu'une seule constante a, et cette équation, jointe à celle de 
la surface, permettra de déterminer deux des coordonnées en 
fonction de la troisième et de a; l'équation des forces vives 
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fera ensuite connaître t au moyen de ces deux éléments. Mais, 
à l'inverse, on peut concevoir que la troisième coordonnée et, 
par suite, les deux autres, soient exprimées en fonction de t 
et de a, et c'est à ce point de vue que nous nous placerons. 

Soient OA, OA' les arcs isochrones correspondant à une 
valeur donnée du temps, de deux brachistochrones infiniment 
voisines dont les paramètres sont a, a -\- da. En nous repor- 
tant aux notations du numéro précédent, nous avons 

, U 



V^VJ 




u = 


d.T dx df dr dz dz 
dû dt '^ da dt da dt^ 


du 

dt ~ 


d^x âx d\y à y d^z dz , 
dt^ da ' dti da ' dt^ da "^ 



da 

En vertu des formules {e') du n° 12, les équations (/') et 
(/) reviennent aux suivantes : 

d^x _7^dV dx v^-K^ 

dt^ V dt dt '^ ^ dx '^ dx' 
d^_^d\ dy ^à\_ dj 

dt^ y dt dt '^ dr " df ' 

dt^ y dt dt '^ dz ~^ dz' 
Si Ton remarque 

d¥ dx d¥ dj dj^dz^ _ 
dx da df da dz da ~^ ' 

ces équations donnent 

d^x dx d^f dy^ d^z dz 
'dt^ d^ '^ 'dt^ dâ '^ ~di^ dâ 

1 dS l dx dx df df dz dz\ 
da dt da dt da) 

^ fàW dx dy ^ ^ ^\ - 
\ dz da df da dz da) ~" * 



2 fl?V (dx 
"" V dt \di 



équation que nous avons déjà obtenue au n° 13 et qui nous a 
permis d'écrire 
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Nous avons donc 

cos(T,e)= ^^^"("^ 






Dirigeons Ox suivant la tangente à la courbe, Oj suivant la 
normale à la surface; désignons par g la valeur de Pr en 0. 
Nous n'avons plus qu'à suivre le raisonnement de la fin du 
n° 13 qui conduit à Y = o. 

Donc ia courbe synchrone des hrachistochrones est nor- 
maie à ces dernières. Ce théorème peut d'ailleurs se démon- 
trer géométriquement, en suivant la marche indiquée à la fin 
du numéro précédent. 

On en déduit, comme corollaire, ce théorème de Gauss : 
Le lieu des extrémités d'arcs égaux des lignes géodésiques 
d'une surface, issues d'un même point, coupe ces lignes or- 
thogonalement, 

15. Brachistochrone dans le cas de la pesanteur, lorsque 
le mobile n'est pas assujetti à rester sur une surface, — 
Les surfaces de niveau étant des plans horizontaux, la bra- 
chistochrone sera comprise dans un plan vertical. 

Soient Ox la verticale du point de départ pris pour ori- 
gine ; a Tinclinaison de la tangente sur j. 

On a 

Comme <x diminue quand s augmente, il faut prendre 

1 doL' . rfa 

- = 7= — sin a -,- > 

p as dx 



et Ton a, 


d 


après le théorème d'Euler, 








V2 

g' cosa = — = 


2^^ sin a 
dx 


dj. 


d'où 
et 




1 dx 

2 X ~ 

cosa = 


sin a dd 
cosa 

:Gv/:ï, 
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équation d'une cycloïde dont la base est horizontale et un 
point de rebroussement. 

16. Brachistochrone dans le cas d'une force dirigée vers 
un centre fixe 0, fonction de la distance à ce centre, lorsque 
le mobile n'est pas assujetti à rester sur une surface. — 
La courbe est plane, puisque les surfaces de niveau sont des 
sphères. Nous ferons passer Taxe Ox par le point de dé- 
part /no, où il sera langent à la courbe qui présentera sa con- 
vexité au même axe. 

Soient 

f{r) le potentiel; 

6 Tangle formé par r avec Ox; 

oc Tangle de la normale avec r. 

On a 

L'angle formé par la tangente avec Ox étant a-i-go'^H-^, 

dr 

l'angle de contingence est — {da 4- dô) ; et, comme ds = : — > 

sma 
on a 



La composante normale de la force étant f'{r) cosa, on a, 
en vertu du théorème d'Euler, 

■4/('-o) -Âr)] ( J 4- §) =/'(r) cota. 

d9 
En remplaçant dans cette équation -^- par sa valeur dé- 
duite de 

cota = — r -=-, 
dr 

on trouve 

2[/( '•.)-/('•)] (^ina J - ^^«) =/(r)co8a. 
Si l'on pose 
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il vient 

rfcosa ,, . 

— -j h o (/•)cosa = o; 

d'où 

cosa = M<?-?^'*L 
On déduit de là 

COta= -— = z =— r-y-; 

d'où, en remarquant que = o pour r = ro, 

Supposons, par exemple, que la force soil proportionnelle 
à la distance ou que/(r) soit de la forme /zr^, nous avons 

d'où 

r 



(p(r) = Iog- 






et, successivement, 

M Jrl - r"- 

cosa = — ^—^ , 

r 

r2 8in«a-(i + M«)(rî-rî^-^,). 

La courbe est ainsi une hypocycloïde. 

17. Brachistochrone dans le cas d'un point pesant assu- 
jetti à rester sur une surface de révolution dont l'axe est 
vertical. — Soit 0^ l'axe de la surface, la position de l'ori- 
gine restant arbitraire. On a 

cosm _ y 
€08 « ~ z 

L'équation (/w) du n<» 14- donne 

, I dr 
V ds _ y 
j i dz ~ z 
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OU 

^dy'y _ dz'y 

en posant x = 



dx " dx 



Si l'on développe le calcul, on trouve 

y{fz - zf) -^ ^ {y'z - z'y) = o 
OU 

On déduit de là, en désignant par G une constante, 

7(r'3 — <>) = C. 

En élevant au carré et remplaçant ensuite x^ par sa valeur, 
il vient 

Soient r la distance du mobile à l'axe 0^*; l'angle qu'elle 
forme avec Oj ou 2. On a 
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dx' ^ ^ dx^ ' 



par suite, 

et cette équation, jointe à celle 

r =/(x) 

de la surface, déterminera la courbe. 
L'équation {n) peut encore se mettre sous la forme 



d'où 
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CHAPITRE III. 

DU MOUVEMENT D*UN POINT MATÉRIEL SUR UNE SURFACE. 



18. Lorsqu'un point matériel /tî, dont la masse sera censée 
égale à l'unité, sollicité par une force extérieure F, est assu- 
jetti à se mouvoir sur une surface fixe, celte surface par sa 
rigidité détruit toute force qui lui est normale. Il suit de là que 
le point peut être considéré comme libre en faisant intervenir 
la réaction N de la surface, égale et contraire à la force dé- 
truite, réaction dont la valeur sera donnée par la solution du 
problème. 

Soit 

(l) F(X,J,2) = 

réquation de la surface rapportée à trois axes rectangulaires. 
Le mouvement du point sera complètement défini si Ton 
établit, entre ses coordonnées, deux relations dont Tune ren- 
fermera implicitement le temps et dont l'autre, indépendante 
de cette variable, déterminera avec l'équation (i) la forme de 
la trajectoire. Comme, dans ce qui suit, nous ne considérons 
que le cas où la force P dérive d'un potentiel 9, l'équation des 
forces vives 

( 2 ) V2 = 2 cp -h const. = -y^ 

nous donnera la première de ces relations. Il s'agit d'obtenir 
la seconde, que, pour simplifier, nous appellerons équation 
complémentaire. 
Soient 

Q l'angle formé par la binormale à la trajectoire avec la normale 
à la surface ; 



N 




+ Pn = 


0, 




dt 


-P.= 


0, 


X! 
p 


cosS = 




P.. 
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R le rayon de courbure de la section normale à la surface 

menée par la tangente à la trajectoire; 
p = R sin ^ le rayon de courbure de la trajectoire ; 

p'irr R tango = — ^ son rayon de courbure géodésique ; 

Pr, P.N, P^ les composantes de F suivant la direction de la vi- 
tesse, celle de la normale à la surfaces et la perpendiculaire 
à la vitesse dans le plan tangent. 

En nous reportant au n** 25 de la page 176 du tome 1, nous 
avons, en faisant la part de quelques différences dans les nota- 
tions, 



(3) 



La première de ces équations fera connaître N quand le 
problème sera résolu. Il n'y a pas lieu de tenir compte de la 
seconde, qui se déduit de Téquation (2). La troisième exprime 
que la composante P^ est égale à la force centrifuge géodé- 
sique, d'où le nom de géodésique donné à cette composante. 
On remarquera que, si la force extérieure est constamment 
normale à la surface ou si P^= o, la trajectoire est une ligne 
géodésique de la surface. 

C'est la troisième des équations ci-dessus qui, convenable- 
ment transformée, nous donnera Téquaiion complémentaire. 

Soient 

X = -T^^» Y = -~ . Z = -T^ les composantes de la force P sui- 
ùx oy az 

vant Oxy Oj, Oz; 

dx ^ dr dz . . , , 

cosa=-i-5 cosp= -^» cosy= -7- les cosmus des angles 

que forme V avec les axes; 

cos/= -r ^- > cos/w = — -^, cos/i = - 3— les cosmus des 
^ ôx i^ oy A dz 
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angles semblables relatifs à N, en posant 



On a 



ou 



ou encore 



(4) 



-^ =X4-Ncos/, 

V — :j = X 4- N cos/ 

rt.v 

^., r/ cos a r/V ^ .. , 

\ * — :j h V -T- COS a = X -h N cos/, 

as as 

el de même 

V2 — j-^ -i- V -7- cos 3 = Y -i- N cosm, 
I as as ^ ' 

I ,,, rfCOSY ,r^V _ -, 

i V* — 7 — - 4- V -7- cos Y = Z H-Ncos/i. 
as as * 

Menons par l'origine les droites égales à l'unité ON, 0^, 0^ 
respectivement parallèles àN, V, P^. La droite (jr représentera 
le double de l'aire NO^, et comme cos/, cos/n, cos/i sont les 
coordonnées du point N et cosa, cos (3, cosy celles du point/, 
on a, en projetant sur les plans xOy, jOz, zOx, 

cos(7, z) = cosmcosa — cos/ cos p, 

COS(^, .r) — C08W cos ^ — COSW COS y. 

cos(</,.> ) = cos/ cosy — cos/i cosa. 

Comme P^ = X cos(y, .r) + Y cos(^, j) + Z cos(ç, z), en 
ajoutant les équations (4) multipliées respectivement par 
cos(^,^), cos(^,jk), cos(^, 5), on devra retomber sur l'équi- 
valent de la troisième des équations ( 3 ), qui devra par suite être 

dW 
indépendante de N et même de -i-; et, en effet, on trouve, en 

effectuant les calculs, 



V2 (cosScos/2 — COSY cosm) -. h.. . 

L' '^ ds J 

= X(cospcos// — COSY cos w) -h..., 
et en substituant à VS cosa, . . . , cos/, . . . , X, . . . leurs valeurs 
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données plus haut, on aura Téquation complémentaire cher- 
chée. 

L'équation (2) fera ensuite connaître Xy y y z en fonction 
de A 

En supposant X=:o, Y — o, Z = o, l'équation (5) donne 
pour celle des lignes géodésiques de la surface 

(6) (cosp cos« — cosy eosm)û?cosa -h... = o. 

19. Sur une propriété des lignes géodésiques de V ellip- 
soïde, -— Soit 

. . J7* r* 2* 

(7) ^ + iî + ïî = ' 

réquation de l'ellipsoïde. 

L'équation (6) se prêle difficilement à la recherche de la 
propriété géométrique dont il s'agit. Il est préférable (*) de 
recourir aux équations (4) où l'on supposera X = o, Y = o, 

T, = o, V = const., cos/=: -r-^^ cosm = -t-^, cosn == -—ry 

Aa2 A62 ^c^ 

et, en faisant 

N ^K 

K étant substitué à l'inconnue N, on aura 

(^^ -5r"=^^' -dT-'^F^' —dr-=^7^' 

En ajoutant ces équations après les avoir respectivement mul- 
tipliées par -^j T^' -$' on trouve 

Si l'on différence deux fois de suite l'équation (7) par rapport 



(*) L'analyse suivante, à quelques différences près, est empruntée à 
M. Darboux. 
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à ,ç, on obtient 



X 



-jCOSa-+- rjCOSpH- ;:5C0SY = O, 



a 



X rfcosa 21 ^^osp z rfco8Y__ /cos*a cos^p cos*y\ 
^ ~ds ^^ ""S ^ c» ""Sr~""'~V"â«""^ "^«"'^"7^"^' 

el l'équation (8) devient 

, cos'g , cos'p . cos'y ir/*^V .^* _i_ ^*\ 

En ajoutant les équations (4') respectivement multipliées 
par 

c^.rcosa dx ctfCOsS </r rf.fCOSY cfe 

on trouve 

et, en éliminant K entre les équations (9) et (8'), il vient 
rfcos'a fl?cos*P d cos' Y dx'^ dy^ dz'^ 

cos^a cos*p cos^Y "~ •^* .^* ^* 

équation dont les deux membres s'intègrent et qui donne 

, ^ /cos*a cos^S cos*y\ /-^^ J' 2'\ 

(•0) {-^ ^ -6?^ + -^) [^-^¥-^70 = •'°"''- 

Soient? la distance du centre de l'ellipsoïde au plan tangent 
au point (x, j, z) de la ligne géodésique, D le diamètre de la 
surface parallèle à la tangente à la courbe. On a d'abord 

P = 



*/: 



•fl II ^ 
«* "^ 6* "^ C* 



Pour obtenir D, il suffit de faire x= - cosa, r = - cos|3, 

2 2 
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z =1: - cosy dans l'équation (7), qui donne ainsi 



D = 



V- 



cos*a cos^p ^ cos^Y 



rt« /;2 c2 

et l'équation (10) devient 

(11) DP = const.C, 

relation qui, traduite en langage ordinaire, constitue le théo- 
rème de Joachimsthal. 

En ayant égard aux valeurs ci-dessus de P et D, l'équa- 
tion (8') prend la forme 

4P2 

et les formules (4') deviennent 

'~W"~~~'~W ai' ds ~~'W V^' ds ~~" "02" cï' 

d*oii, pour la courbure de la ligne géodésique, 



(-) * '' 



v/( d cos a )- -f- ( d cos 3 )* 4- ( r/ cos y )* 



~ D2 y a'* ^ V "^ r* ~ D2 ' 

En éliminant D entre celte équation et l'équation (11), on 
obtient 

('3) ^^4F3' 

résultat qu'il est facile de traduire en langage ordinaire (*). 

Considérons un ellipsoïde de révolution autour de 0^, et 
faisons passer le plan x^y par le point considéré de la ligne 
géodésique. On a 

«2 b^ 



(*) On peut arriver immédiatement aux formules (12) et (11) de la ma- 
nière suivante. En exprimant l'égalité des cosinus des angles formés avec 
les axes par la normale principale à la courbe et par la normale à la surface, 
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et, pour le rayon de courbure en (.r, j) de la section méri- 
dienne, 






d'où, en le reportant à l'équation (12), 

Y = const. 

Donc, en chaque point d'une ligne géodésique d'un ellipsoïde 
de révolution, le rapport du rayon de courbure au rayon de 
courbure de la section méridienne passant par ce point est 
constant (théorème de Gudermann). 

20. Sur une propriété des lignes géodésiques d'une sur- 
face de révolution» — Soient 

'Oj l'axe de révolution; 

oa retombe sur les formules (4')i qui entraînent comme conséquence la 
formule (8'), laquelle revient à la suivante : 

En ajoutant les carrés des valeurs (4')) on obtient 

et, en éliminant K au moyen de (a), on retrouvé la relation (12). 
On a maintenant 

puis 

I c?D _ I /cosa rfcosa cosfi rfcosp cosy rfcosyX 
D» c?F "■ "" 4 \"â^ ds ^ T' ds ^ "c' ~ds~) 

K /X y n ^ \ 

= — T — cosa + Y- cos ô + — cos y ) 
4 \a* b* "^ c» 7 

ou, en éliminant K au moyen de (a), 

I rfD ^ /x y -^ z \ 

En ajoutant (6) et (c) et intégrant, on arrive à la formule (n). 

VII. 6 
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m l'inlerseclion d'une ligne géodésique déterminée avec une 

courbe méridienne quelconque; 
R'= /nN la portion de la normale à cette courbe limitée à Oj; 
R le rayon de courbure de la même courbe, considéré comme 

positif ou négatif selon qu'il sera dirigé de m vers N ou en 

sens inverse; 
a l'inclinaison en m de la ligne géodésique sur la méridienne ; 
Ox un axe compris dans le plan jN/n perpendiculaire à Oj, 

l'origine pouvant être choisie à volonté ; 
p le rayon de courbure de la ligne géodésique dont le signe 

déterminera le sens. 

Nous avons d'abord la formule connue 
cos^a sin'a i 



(0 



R iV "■ p 



Nous considérerons la ligne géodésique comme étant dé- 
crite par un point m assujetti à rester sur la surface sans être 
sollicité par une force extérieure. La vitesse V du point, qui 
est constante, se décompose en deux autres : Tune, Vcosa, 
suivant la méridienne ; l'autre, Vsina, suivant la tangente au 
parallèle. Comme la réaction normale de la surface est la seule 
force à laquelle m est soumis et que sa direction rencontre 
Taxe Oj, le principe des aires s'applique à la projection de m 
sur le plan du parallèle, et l'on a 

Vsina.x = const. 
ou 

(2) a7Sina = const.A-, 

la constante k étant déterminée par les valeurs ^0, «o de x, a 
qui correspondent au point de départ de la ligne géodésique. 
En éliminant a entre les équations (i) et (2), on trouve 

d'où Ton déduira p. 
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Application aux surfaces de révolution du second degré : 
1* Ellipsoïde, — ^ + ^ = i. — On trouve facilement 



(a) 
d'où 



2 _ ^*M 
R 



1 - ^^ 

R' " 1 ' 

(rt*j2-h6*.r2)2 



Si Ton élimine j2 au numérateur de (c) au moyen de l'équa- 
tion de l'ellipse et que Ton ait égard à la valeur (a), on trouve 

En portant cette valeur dans l'équation (3), il vient 

ce qui est l'expression du théorème de Gudermann. 

a- 
1^ Paraboloide, — Si l'on pose -r- =/?, que l'on porte la 

valeur de b déduite de cette relation dans la formule (4), que 
Ton fasse ensuite a^=^ooy p restant fini, on trouve 

3® Hyperhololde à une nappe, — — ^ = i. — Il faut 
remplacer 6^ par — 6^ dans les formules (a) et (6), puis K 
par — R, et l'on obtient facilement 

(4') R('-*'-^^) = r 

X'^ -y. 2 

4« Hyperholoîde à deux nappes y — — -h ^- = i . — Il 
suffira, dans la formule (4), de remplacer a^ par — a'^. 
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Ainsi donc, le théorème de Gudermann s'étend à toutes les 
surfaces de révolution du second degré. 

La formule (3) conduit à des résultats intéressants quand 
on suppose que la surface est un tore ou qu'elle est engen- 
drée par une cycloïde, une chaînette, etc. 

21. Équations en coordonnées cylindriques du mouve- 
ment d'un point matériel sur une surface. — Soient (yîg-. 5) 

Fig. 5. 




Ox, Ofy Oz trois axes rectangulaires fixes; 

r = /n I la distance du mobile mh Oz\ 

n la projection de m sur le plan xOy; 

9 Tangle nOx; 

mK, nK les prolongements de I/w, On; 

/2Ï la erpendiculaire en n a On menée dans le sens de 
r oroissement de ^; 

R, X, Z les composantes suivant wR, /zT, Oz de la force ex- 
térieure qui agit sur m ; 



(I) 



F(r,6,2) = o 



réquation de la surface; 
N la réaction de cette surface sur m ; 
/, m, n les angles formés par la direction de N avec nK, 

wT, OZ. 



ou 



MOUVEMENT d'uN POINT MATÉRIEL SLR UNE SURFACE. 85 

On a, pour un déplacement virtuel de m sur la surface 

Ncos/.8r-hNcos/7î./*o6 -h Ncos/*.o3 = o 
ces/. or -I- cos/w.r 80 -h cos«.83 = o. 
On a d'ailleurs 

dr c^O dz 

En comparant entre elles les deux dernières équations que 
Ton vient d'écrire et en posant 







'V(*)-- 


/i ÔFY 


■(*)■• 




on trouve 










(«) 


cos/ = 


l dF 

A dr 


I âF 

" Ar ()0 ' 


cos// = 


I ÔF 

A (^3 


On 


a d'abord 








(2) 




dt^ ~ 


Z -1- N cosfi. 







En prenant les moments par rapport à j, on trouve 
d^ 



dr^ 



(5) 



dt 



dt 



= (T-t-Ncos/72)r. 



Enfin l'équation des forces vives donne 



1 d (dr^ ,rfe» 



2 rf/ \dt^^'^^ dt^ "^" dt^)~^ 



dr -, fl^6 _ ^3 
dt dt dt 



OU, en développant et en ayant égard à la relation (2), 

dr d'^r d^ / db dr dH\ ^ dr ^ rf6 ^, dz 

dt dt^ dt\dt dt dt^ ) dt dt dt 

Si, dans cette équation, on remplace Tr par sa valeur dé- 
duite de réquation (3), on obtient 



dr^d^ _ ^dr _ dr _ / 

dt rfe* ^di^di ""57" V 



^6 
r cos 'w j- -+- cos 



dz\ 
''di) 
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OU, simplement, 

(4) — =R + r— +NC08/. 

Dans le cas où la force extérieure dérive d'un potentiel W, 
on a 

â^ dW dW 

ôr c/ô ôz ' 



d'où 



n = -T— ) 1 _ - - — - , L = —— • , 

or r o^ dz 



et à Tune des équations (2), (3), (4) on pourra substituer la 
suivante : 

(4') y^=z — =2V + const.C. 

Soient 



ds = sjdf^ -\- r^ é^ô2 -h dz'^ 

rélément d'arc de la trajectoire de m\ 

dr ^ rfO dz 

cosa= -r-> cosS = r-j-» cosy = -7- 

ds ' ds ^ ds 

les cosinus des angles formés par la tangente à cette courbe 
avec les directions de R, T, Z. 
En faisant dans les équaiions (2), (3) et (4) 

dz ,. ^6 -- o dr .. d ^. d 

- =VC0SY, r-T-=rVcosp, -,- =Vcosa, --=V-t-ï 
dt " dt ^' dt ' dt ds 

ces équations deviennent 

j^cosy d\ 

ds ds 

V* — j— i- -h V-7-cosBh cosacosQ =T-f-Ncos/w, 

ds ds ^ r ^ 

\2 — -j hV -7-cosa cos*B = R -h Noos/. 

ds ds r ' 

Soient Xi, fxi, vi les angles formés par la composante géo- 
désique de la force extérieure avec les directions de R, T, Z. 
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Si Ton remarque que 

COSaCOsXiH-COSP COS[Jli-+-COSYCOSVi = o, 
COS/ COsXi-f- COS/WCOS(li-h COS/I COSVi= o. 

on obtient, en ajoutant les équations ci-dessus respectivement 
multipliées par cosv,, cos|ui|, cosXi pour l'équation complé- 
mentaire, 

V' r«^' -7/7- -^ '^"^ i^' -s7- + «°«^' -;^ j 

H ( COS a COS (Il — COS P COS Xi ) COS P = R COS Xi -i- T COS (Xi -f- Z COS Vj. 

Le n° 18 nous donne 

coS(ii = cos/ COS Y — cos/i COS a, 

cosXi= COS/iCOSp — COS/WCOSY, 

d'où 

co8acos(JLi — cosp cosXi 

= — cosw(cos*a-+-cos*P)-+-cosY(cos/wcosp -h cos/cosa), 

et, comme 

cosmcosp -t- COS / COS a = — coswcosy, 

l'expression précédente se réduit à — cos/i. L'équation com- 
plémentaire prend ainsi cette forme relativement simple 

!,,./ ^ rfcosa dcos^ dcosy\ V^ q 

VM COsXi — -j hCOSUi — T-^ H-COSVi —7 — *- C0S/iC0S3 
\ as ^ ds ds ) r ^ 

= RcosXi4-Tcos(jLi-+- Zcosvj. 

22. Mouifement d'un point matériel sur une surface de 
révolution. — Soit Oz Taxe de révolution. L'équation (i) se 
réduit à la forme 

(i') F(r,2) = o, 

et l'on a 

m = 90°. 

Comme on n'a aucun intérêt à calculer N, il suffit de con- 
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sidérer les équations (3) et (4') qui deviennent 



(6) 

en posant 









d^ 
de 



On obtiendra l'équation complémentaire en éliminant w entre 
les équations (6). 

Si la force extérieure rencontre constamment Taxe z ou 
si elle reste parallèle à cet axe, on a 

et la première des équations (6) devient 

(7) ^=-î' 

A étant une constante. 

Dans le cas où le mobile n'est soumis à l'action d'aucune 
force extérieure, la seconde des équations (6), eu égard à la 
valeur ci-dessus de w, se réduit à la suivante 



I fdr^ dz^ \ ^ „ 



qui, jointe à l'équation (i'), déterminera les lignes géodésiques 
de la surface. 

23. Mouvement sur un hélicoïde gauche d'un point 
soumis à V action d'une force perpendiculaire à l'axe Oz et 
fonction de la distance r à cet axe. — Le potentiel ^(r) sera 
positif ou négatif, selon que la force sera répulsive ou attrac- 
tive. 

En désignant par /r une constante donnée, on a, pourTéqua- 
tion de la surface, 

d'où 

C0S/=O, COS/72 = -î COS// = T* 
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Les équations {i) et (3) deviennent 



// doi 


N 


dt 


- A' 


dtar^ 

dt ~ 


A ' 



d'où, par Télimination de N, 

et, en désignant par A une constante, 

^ ^ r2 -h //* 

L'équation (4), mise sous la forme 

„ / dr^ dz^ „\ „., V ^ 



w^ 



devient 

(72 



d'où est fonction de r par une quadrature. 

En supposant ^ ==o et posant — = B, on a, pour Téquation 
différentielle des lignes géodésiques de Thélicoïde, 

dont l'intégrale dépend des fonctions elliptiques. 

24. Développements en séries des formules du mouve- 
ment du pendule conique. — Soient 

/la longueur du pendule; 

Q l'angle qu'il forme, dans une position quelconque, avec la 

verticale ; 
<p l'angle correspondant formé par le plan du pendule et de la 

verticale de suspension avec la position qu'occupait ce plan 

à l'origine du temps; 
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9o récarl initial du pendule par rapport à la verticale, et qui 

est censé un maximum; 
9i le minimum de 6; 

Nous avons trouvé au n° 27 du Tome I, p. i8o, 

^cos6 



(I) dt = ± 



/t v/ïi/Ccosô — cos6o)(cosei — cosô)(cosO -\- '~+~^ ^ 0^ M 



, , /- sin6oSin6i dt 
VcosOo-Hcoseï sin'^ 

(2) 



Posons 

(3) 



/2v/coseo-f-cos6i \n-cose I-COSÔ/ 



cos6 = cosÔg 008^4^ + cos6i sin^i^ 

= - [cos6o-^cos0l— (COSÔj — COS0o)COS24;], 



tj^ étant une variable croissante que nous substituerons à 0, 
Nous remarquerons d'abord que nous avons 

/ 6 = 6o pour ij; = O, TT, 2TT, ..., 
(4) ! A n , 71 3 5 

I = 6, pour 4^=-, -TT, -TT, .... 

Nous avons ensuite 

cos6~ cos6o = (cosôi— coseo)8in'4', 
COS01 — cos6 = (cosôi — COSÔo) 008*4^, 
. I-hCOSOoCOSÔi 

^^) \ cos6o + cos0i 

__ 2-^4 cosBq cos6i-4-cos^6o-t- cos'Bi — (cos^Oi — cos^Bp) cos2^ 
~ 2(cos6o-+-cosôi; ' 

dcos^ = 2(cos6i— cosÔq) sin4^cos4^c?4'- 
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Si Ton pose 

,g. ^1^ c osep-^coseï ^ 

la formule (i) devient 

(7) rf.= ^v/M— :^. ___ii_, .. 

'^ /l— Ai(COSÔt — COSOo)COS'2<J' 

Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que, en fai- 
sant varier COS0O, COS0I, la fonction M atteint son maximum 

7^ v^ 3 pour coseo=cos0i=r rv/3, de sorte que la valeur de 

cette fonction est toujours inférieure à Funité. 
Si nous posons maintenant 



COSOo=i — fto, C0S6i = i — /7|, 
u = ao~\- ui, V = Uq — rti, 



la valeur (7) prend la forme 

(9) dt=l^—^L^. 

En posant encore 



(10) N = /2M 



—I-. sinOoSmOi 



v/coseo-h cosBi 
Texpression (2) prend aussi la forme 






v/i — Mi'cosaïf 
Si Ton pose 
, . , I.3.5.. .(2/1 — 1) M« 

(12) An= :; > 

on a 

_t 
(i3) (i — Uvcosi^) ^=1-^ I.iA„if" cos^2^, 
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OU, en remplaçant les puissances de cosa^}^ par leurs expres- 
sions en cosinus d'arcs multiples de '2^, 

1 

(l4) (l — MPC0S2tJ>) ^^I.o^n^"COS1fi^, 

en prenant 

I I 3 5 

, Po— I H Ajt'^-H 7 AvP*H- - XqV^-t- 

•2 4 » 

P, = Ai+ ;^ A3i'2-- l A5(^^+^A7(^«+..., 

4 « t>4 

|P2= - A2-+- - AiC^î-f- l^A6i'*-4-..., 

' '2 '2 02 



(15) 



P3^ 7 A3-!- —Ast^'-i- v;A7C>^-^ . . 
4 10 o 1 



P,. .A,^_.Ae.^^.... 



P5=-^A5-|--^A7i'2 
16 (14 



En a^ant égard au développement (i4), la formule (9) 
donne par l'intégration 

(16) /= |/M(Poi]^-+- -V j^i^^sinin^y 

Si nous désignons par t et T les durées respectives du pas- 
sage d'un maximum de au minimum et au minimum sui- 

77 
vant, correspondant si Ton veut à c]; -^ -5 'j» = 7r, nous avons 



(17) 



TuPo 



/M, T = 21 



Occupons-nous maintenant de l'angle azimutal 9. Nous re- 
marquerons d'abord que 

(18) cosô = I — rtro cos2 (j^ — ai sin't}/ = i — -(//-+- (^cosa^}'), 
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et nous aurons, en ayant égard à la formule (i3) et effectuant 
une division, 



I C0S6 y/( — Al(;C082lj^ 

_ I 2^ A«(^'*C0S«2<]; 

~ «0 cosH H- ai sin* ip c^i , « 

^ ^ C0S2t}^H- 



«0 cos'ij^-i- «1 sin*^ i> 

COS'*'"*24^— C0S'»-*2ij; -i-. . .-h (—1 )«-*(- j H ^— ^ I 

COS24.-f-"J 

= ,. r^ H-22iA„[f«-ï C0S«-Ï2'^— ...-f-(— w)«-n.^ 

Si Ton remplace les puissances des cosinus par leurs valeurs 
en fonction des cosinus des arcs multiples de 2^, et si Ton 
pose 

Qo= 2(A,— Ajtt...) -T-(A3— A4M4-A3W2 — ...)p« 

3 5 

-H -(As— A6M-H...)^*-+- 7(A7— A9«-f-...)t>«-^ 

2 4 

3 5 

Qi = 2(A2 — AaWH-...)-^ -(A4 — AsWH-...)^*-^ 7 (Ae — A7W -h...)4^*H-..., 
2 4 

/ i5 

Qî= A3— A4M-t-.. .--l'As— A6MH-...)<''-t- -^(At— AsM-i-.. .)f^-|-..., 

10 

Q3= -(A4— A6W-h...) + g(A6— A7«-H...)^''-^----, 
Q4= i ( As- AfiM -+-...)+ g(A7— A8tt-i-...)t'2-^..., 
on obtient 



. y (1— CO8 0)/l — M(^C0S2lj; 
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On a maintenant 



(r-h cosÔ)/i — M^cos24' 

3 



-(l -hLiXnV^COS'^^^) 



- 1+ ^_ C0S'2'}/ + f _ j C0S*2t!; + ... [l-(-2iAn*'"0OS''2!);]. 



4 



Si l'on pose 



A, 



(20) 



il vient 

(«') 



: Ro-hi:iR,iP«cos2«<j^. 



(l H- cos6) y/i — Mp COS -2 'j* 



En portant les valeurs (a) et (a') dans la formule (n), on 
trouve 

d'où 

j , ^ N ri±llA^-^ arc tang (i/^ tang^) 

(21) 1 L V«0«1 \V «0 / 

I / ^ i> \ I I V^ / ^ n . p'* sin 2 /2 <V 1 

-^(Oo-+-Ho)4^-h- > (0«-+-R„) — ^ . 

l * '' J 

Soient 90 92, 93, ••• les valeurs de 9 correspondant à 
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TT 3 

4^ = -? TT, -TT, . . . , c'esl-à-dire au premier minimum de 6, au 
second maximum, etc. ; on a 

Il suit de là que la différence des azimuts d'un minimum et 
du maximum suivant est constante. 

Cas de faibles écarts, — Supposons que do soit assez petit 
pour qu'on puisse prendre les puissances de 9 d'un degré su- 
périeur au second. Nous aurons 

cosOo = I -9 cosOi = I -, 

'à 2 

cos«eo = I — ej, cos«ei = i — ej, 

an =■ y Cl\ =■ ) W= > V =1 » 

'11 2 2 

La formule (i6) se réduit à 



_ 2 



Les formules (i5) donnent, au degré d'approximation con- 
venu, 

d'ailleurs, d'après la formule (12), on a Ai = — ; par suite, 



(22) 



ï r/. ô5-^o?\ , K — ^\ • ,1 



TT 



On déduit de là, pour 4* = -' 



2 



=s(-^)=f/i(-'-^^)- 
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Nous avons mainienanl 

N = V-2M — — - = , 

/2 '^ 



On devra faire, dans celle formule, 
ei Ton aura, par suile, 

L'équalion (3) donne 

e2=65cos2tJ/-hÔÎ8in2 4^, 
d'où 

On déduil de l'équation (ci2), aux termes du second ordre 
près, ^ = kt, valeur que l'on peut substituer dans le second 
terme de 9, et Ton a aussi 





'f = arc tang ( g-^ lang^j -f- ^ 6061 A/. 


Si Ton pose 


T'=?— g^o^iAY, 


il vient 






'-^^'=î-;v/'!-^^ 



d'où, en élevant au carré et représentant par r le rayon vec- 
teur IQ de la courbe décrite par la projection horizontale de 
l'extrémité du pendule, 

(a5) -« ^'' 



0§ sin»'f'-f-6f cos^cp' 



Soient Ai la projection horizontale du point de suspension ; 
A|.r un axe, dans le plan horizontal, se mouvant dans le sens 
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du mouvement avec la vitesse angulaire |/rdodi; Téquation (a5) 
sera celle d'une ellipse dont Ai sera le centre et Ai a? la direc- 
tion du grand axe. Donc : 

En projection horizontale, la masse terminale du pendule 
décrit une ellipse qui tourne uniformément autour de son 
centre et dans le sens du mouvement pendulaire avec la 

vitesse angulaire constante s ^o ^i \/^" 

A la fin d'une révolution elliptique, le déplacement angulaire 

de Tellipse sera sensiblement g ôoOi i/y27r i/- = -J-QoQ\ 
et sera ainsi indépendant de la longueur du pendule. 

25. Influence de la résistance de l'air sur le mouvement 
du pendule conique, — Dans les oscillations elliptiques du 
pendule très peu écarté de la verticale, on observe que le grand 
axe diminue progressivement, ce que Ton ne peut attribuer 
qu'à la résistance de Tair. 

En supposant que 0o et 6i se rapportent à Tétat initial, le dé- 
placement angulaire du grand axe à la fin de la première ré- 
volution elliptique sera, à très peu près, f7r0o6i. 

Mais, dans la révolution suivante, par suite de la résistance 
de Tair, les écarts maximum et minimum seront devenus 
O'o < Oo, 0\ < 01 . Comme le mouvement du grand axe est rela- 
tivement lent, on peut en faire abstraction dans le calcul de 
ô'o, 0\, et l'on retombe alors sur la question du n° 2, où Ton a 
vu que la résistance ne modifiait pas la position du grand 
axe. Le déplacement angulaire du grand axe du commence- 
ment à la fin de la seconde révolution elliptique sera IttÔq^'^, 
et ainsi de suite. D'après le numéro précité, les valeurs de 
00— 0'o> ^1 ^ ^\ sont affectées du facteur /, de sorte que le dé- 
placement du grand axe diminuera d'autant plus rapidement 
que le pendule sera plus long. 



vil 
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CHAPITRE lY. 

DYNAMIQUE ANALYTIQUE. 



26. Équation générale de la Dynamique. — Soient 

m,m\ ... les masses des éiémenls matériels d'un système; 
{Xy y y z),\x y f y z' ) y . . . leuFS coordonnces rectangulaires; 
rla distance mm! ^ 
mm'f{r) l'action mutuelle de m, //?'. 

Un certain nombre des points m, m' y . . . peuvent être assu- 
jettis à rester sur des courbes et des surfaces fixes qui don- 
nent lieu à des réactions normales. 

Le point m peut être considéré comme libre, en le suppo- 
sant sollicité par la résultante X -h Y -h Z de la force exté- 
rieure qui agit sur lui, des actions moléculaires qu'il reçoit des 
autres points m', m" y ... et de la réaction de la ligne ou sur- 
face fixe sur laquelle il peut se trouver, et l'on a 

,. d^v ., d\r „ d>z 

X — m -^TT " o^ * — '" -7 «- =0, Z — m -,— = o. 

dt^ r//2 dt^ 

Concevons un déplacement hypothétique ou y/rtoe/ infini- 
ment petit et arbitraire du point m, et donl nous désignerons 
par dxy èXy èz les projections sur 0.r, 0/, Oz. 

Nous avons 

(x-»*f)s. = .., (v-»f)...,„ (^-,»S)«— 

Si nous ajoutons ces équations aux équations semblables 
établies pour tous les autres points matériels du système. 
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nous aurons, en allribuant au symbole V la sigiiificalion de 
somme 

Si les déplacements virtuels sont tangents aux lignes et 
surfaces fixes, les réactions normales de ces obstacles dispa- 
raissent dans les Xô^, Y(Jj, Hz, 

En remplaçant, dans l'équation (i), les déplacements vir- 
tuels ix^ àjTy èz par les déplacements réels dx, dx,dz, Téqua- 
tion (1) devient 



ou 



Si (^ désigne la vitesse de m à Tinstant / et (^o la vitesse ini- 
tiale, réquation précédente donne 

(2) J(2'"'''~2''"'0"2 /(^^•^+Yrf/+zrf3), 

la limite inférieure de l'intégrale se rapportant à la position 
initiale du système. L'équation (2) exprime que, pour deux 
positions successives du système, /e demi-accroissement de 
/a force vii^e est égal au traitait total des forces extérieures 
et moléculaires. 

Si le système est composé de corps solides réagissant les 
uns sur les autres, le travail des actions mutuelles intérieures 
sera nul pour chaque corps, et le travail moléculaire se réduira 
à celui des actions mutuelles développées au contact des 
corps, c'est-à-dire à celui du frottement dont on fera abstrac- 
tion. Dans ces conditions, le second membre de l'équation (51) 
représentera uniquement le travail des forces extérieures. 

Revenant au cas général, l'équation (-i) ne sera utile, au 

point de vue analytique, que si ^(X cLp -+- Y Jj + Z dz) est la 
différentielle d'une fonction de .r, j, z, x\y' y r', . . .; mais il 
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suffit qu'il en soil ainsi pour les forces extérieures, puisque le 
travail moléculaire élémentaire Vw/w'/(r)rfr est une diffé- 
rentielle exacte. Soient donc U la fonction dite des forces ou 
appelée potenUei, h une constante dépendant de Tétai initial 
du mouvement; nous pourrons écrire 

(3) 2/»t^2=2UH-//. 

II est d'ailleurs évident que Ton a 

,,, X-^U Y-^U Z-^^ X'-^U 

^^) ^-àr' ^-Jr' ^-W ^-d?' •••• 

27. Équations du mouvement d'un système à liaisons. — 
Soient n le nombre des points m, m\ m" y ...; k<i3n le 
nombre total des équations des lignes et surfaces fixes. 

On peut combiner entre elles ces équations de manière à 
en obtenir un même nombre, mais chacune des dernières 
pouvant contenir les coordonnées de plusieurs points. Pour 
plus de généralité, on supposera que les équations, dites de 
liaisons, représentées par 

(5) Li = o, L2=o, ..., La = o, 

peuvent renfermer les coordonnées de tous les points du 
système. 

On ne considérera que des déplacements virtuels situés sur 
les courbes et surfaces fixes, c'est-à-dire compatibles avec les 
liaisons. Comme l'équation Li = o doit être satisfaite par 
x-hàXyX -+- dx, z -i- (5z, X -♦- (5jc', . . . , on a 

dx df ^ dz dx 

et, de même. 



-T-^ o.r 4- = 0. 

Ox 
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£n portant dans Féquation (i) k des variations dx, ..., 
exprimées au moyen des équations précédentes en fonction 
des 3n — k autres qui resteront arbitraires, on égalera à zéro 
les coefficients de ces Zn — k variations; on obtiendra ainsi 
3n — k équations entre x, j, z, x', ..., qui, jointes aux 
k équations (5), permettront de déterminer les coordonnées 
en fonction du temps. Les 3n équations seront donc celles du 
mouvement. 

Mais on peut s'affranchir de la considération des variations 
par le procédé suivant : ajoutant l'équation (i) aux équa- 
tions (6), multipliées respectivement par les coefficients indé- 
terminés Xi, X2, . . ., X;t, et égalant à o les coefflcienls des S, 
on obtient les 3/i équations 

(7) { „ d^z . dL, 



Les coefficients ^i, ^2, . . -, ^a: se détermineront au moyen 
de k de ces équations, et, en portant leurs valeurs dans les 
autres, on obtiendra 3/i— /r équations en Xy j, z, x', ..., 
qui, jointes aux équations (5), donneront celles du mouve- 
ment. 

On peut supposer que l'on n'a que 3n — k équations entre 
autant de coordonnées, les k autres coordonnées ayant été 
éliminées an moyen des équations (5). L'intégration de ces 
3n — k, qui sont du second ordre, introduira 2{3n — k) con- 
stantes arbitraires, que l'on déterminera en exprimant que, 
pour^=o, les coordonnées restantes et leurs dérivées par 
rapport au temps ont des valeurs données; c'est ce que l'on 
appelle les conditions initiales du mouvement. Le problème 
étant censé résolu, les h seront déterminés. 

On peut mettre celles des équations (7) qui se rapportent à 



I0'2 HUITIÈME PARTIE. — CHAPITRE IV. 



m sous la forme 




(-^•è)- 




(-^■t)- 




(->.£)- 


d^z . <>Lj 



+ ... = 0, 

-h... = o, 
+ ... = o. 



De celle manière, on voil que la liaison Li=o produil le 
même effel que si m élail sollicilé par la force exlérieure 



>.£•*>. |'-'.f=>.v/(iF(f)Mi7' 

el il esl facile de reconnaître que celle force de liaison esi 
normale à la surface représentée par l'équation L< = o, dans 
laquelle les coordonnées Xy y, z sont seules considérées 
comme variables indépendantes. 

28. Théorème d'Hamilton. — Soient 

rriyniKy ... les masses d'un système à liaisons; 
«3?/» yu ^i les coordonnées de mi à Tinstanl t\ 

ïr= - 2^m [-^ "*- ^ -+- jT^j *3 demi-force vive du sys- 
tème; 

U le potentiel; 

t^, t\ deux époques déterminées pour lesquelles les coordon- 
nées (^/, j/, Zi) ont des valeurs également déterminées. 

Si l'on pose 

S= r '(T-hU)d'/, 

'o 

il s'agit de démontrer que, pour des variations des coordon- 
nées compatibles avec les liaisons, on a âS== o ou 



(8) / (oT-f-8U)rf/-o 



/ (01 
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Nous avons 

Or, en intégrant par partie et se rappelant que, pour t^=zto, 
t^ruti, la variation $x est nulle, on a 



donc 



I -.- c? o.r — — / -— - o.r dt ; 

par suite, 

quantité qui est nulle, en vertu de l'équalion du mouvement. 

29. Équations du mouvement, dues à Lagrange, dans un 
système quelconque de coordonnées. — On peut supposer 
que les v coordonnées rectangulaires indépendantes sont ex- 
primées au moyen de v autres variables w, U\, ..., ttv-i au 
moyen de relations qui pourront renfermera; par suite, toutes 
les coordonnées rectangulaires pourront s'exprimer au moyen 
de Uy /II, . . ., Wv-i et de t. 



Si nous 


posons u 


, (lu , 


1 '— 


du^ 
~dt 


-» • 


• j nous aurons 


dr 

57 = 


d.r 
Tt 


d.r du 
'^ du dt 


àx dui 
^ ~dui dt 


-+-. 


-'--= 


Ox 
ôt 


ôx , 
du 


dx , 
dui * 


^(r_ 


















dt 



















et nous voyons, par suite, que T est une fonction de u, 
Ml, ... et de u'y n\y — 1 
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Nous avons donc 

"'■Lit'--»- 

Comme U ne peut dépendre que de w, Mi, ., on a 
el l'équation (8) devient 

Or 

Jf -v—,hu'dt= I -— ;0</«= / -—idhi 

et réqualion précédente devient 

Comme les eu sont arbitraires, il faut que tous leurs coeffi- 
cients dans cette intégrale soient nuls; nous avons donc, pour 
les V équations du mouvement entre /, Uy iii, . . ., ziv-i, 



(9) 



30. Formules d'Hamilton.— Nous supposerons ici que les 
relations entre les .r, j, z et les u sont indépendantes du 
temps. 

Nous avons 

dx __ dx du âx du\ _^ dx , dx , 

dt ~~ du dt dui dt du du^ ^ " " 



dT 

du 


d dT 
dt du' 


H- 


d\] 
du 


= 0, 


dT 

dux 


d dT 

dt du\ 


-h 


d\} 
dUi 


= o, 



dynàmiqub analytique. io5 

et T est une fonction homogène du second degré de u\ 
«',, ...; d'où, d'après une propriété connue de ces fonc- 
tions, 

en posant 

mais, les/? étant des fonctions linéaires de m', on peul exprimer 
ces dernières quantités au moyen des premières, et l'on aura, 
par exemple, une relation de la forme 

soit donc 

On distinguera par la caractéristique b les dérivées partielles 
prises à ce nouveau point de vue, et l'on aura 

tu^ du du' du du\ du du ^ du ' ^^ du *"' 

HT _ ()T ^ dl du\ _ dj^ du\ 

^"^^ -bp-dH' dp'^d7,lf'^ ^dp'^P'l^ '^-" 

En différentiant l'équation (a) successivement par rapport 
à M et /?, on trouve 

DT du' du\ 

, „^ liT , du' du'i du du' du\ 

En retranchant (c) de (c') et (rf) de (rf'), il vient 

^^^ ïw - du' }>p~dt' 

équations entre les deux variables u eip qui remplacent l'é- 
quation de Lagrange, qui se rapporte à u, laquelle peut se 
mettre sous la forme 

^•'^ dt du du' 

En posant 

T-U = H, 



/ dp dM 
l dt ~ du' 


du 
dt 




] el, de même, 






j dp^ d\\ 

\ dt ~ dux' 


dui 
dt 


- ^ 

àpx' 
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U vient, en remarquant que U est indépendant de a', par suite 

de/?, 

HT _ iiH. 

réquatîon (/), eu égard à la première des formules (^), et la 
seconde de ces formules deviennent, en supprimant la distinc- 
tion entre b et () devenue inutile, 



<I0) 



Soient eu et èp deux variations arbitraires. On a 

du ^ dp ^ c?H > dR . 

-r op f-ou = -^ op-h -j- au, 

dt ^ dt dp ' du ' 

et toutes les équations (lo) sont comprises dans la suivante 

ou 

Ces formes, dites canoniques, sont surtout utiles dans la 
théorie des perturbations des planètes. 

31. Equations du mouvement d^un système matériel en 
<^oor données sphériques, — On a 

.r = rsinô coscp, j = /• sin6 sincp, 3=rcosO, 

et les équations de Lagrang« prennent la forme 

_^ ^ _ ()T _ ç^ 
dt ôr' âr dr 

dt d^' (je ~ c?6 ' 

é. ^_^- ^ 

dt dr^' (>cp ~" d^ 
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D'autre pari, 

_ ï ^ dr^ -4- r* d^ 



„ ï v^ fl?r* -4- r* fl?68 + r* sin' 6 éfcp* 



d*oii 




^ = mr(6'ï-hrsm«e.cp'î), 


— = /wr^sinôcodô.cp*, — =0 







et les équations ci-dessus deviennent 



(la) 



dt^ df^ dt^ m âr 

. <// \ dt I dt^ m f>6 

\ d ( . . ^.d^\ i d\] 

f -7- ( /•* sin* B -V- = — T- ) 



En supposant cp constant, on a les équations du mouvement 
d'un système de points dans un plan. 

Considérons le mouvement d'un point pesant m sur une 
sphère de rayon /(pendule conique). On a 

La première et la troisième des équations (12) rentrent 
Tune dans l'autre, et ces équations se réduisent aux deux 
suivantes : 

d-^ . r. A d^^ j? ■ A • t. do 

—rr — sin8 cos6 —^ = ^ sinO, sinO -— — const. 

dr- , di^ l dt 

En éliminant -^ entre ces deux équations, multipliant en- 
suite par d9, puis intégrant, on retombe sur la relation connue 
entre 6 ei t (t. I). 

32. Équations du mouvement d'un point matériel en 
coordonnées curvilignes orthogonales. 

(a) Avant d'aborder la question, il nous paraît utile d'éta- 



(4) 
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blir les formules qui se rapportent au système de coordonnées 
dont il s'agit. 
En désignant par p, p„ p2 trois paramètres arbitraires, soient 

(i) p = ^(.r,7,3), pi=ii(^,J,3), pî=i2(^,J,5) 

les équations de trois séries de surfaces orthogonales qui, par 
leurs intersections, peuvent servira déterminer tous les points 
de l'espace; 

(-2) X=^{p,pup2\ J = ^l(p, Pl.p2)i 2 = ^î(p, Pl,pl) 

ces équations résolues par rapport aux coordonnées rectan- 
gulaires. 

Nous emploierons les symboles b, ô pour définir les diffé- 
rentielles partielles qui se rapportent respectivement aux sys- 
tèmes (i) et (2). 

Nous poserons 

En désignant par N/ la normale au point (.r, j, z) de la sur- 
face représentée par l'équation £i{x,Xy z) = p/, dans laquelle 
pi est considéré comme constant, on a 

cos(N,, ^)=y^^^. cos(ÎN,, j) = /;;. ^ . cos(N,, .) = ,- ^ ; 

COS(Ny, ^)=Yj ^' COS(Ny, J) = J^ ^» COS(Ny, z) = ^^ ^ • 

Si Ton exprime que les deux surfaces p/, pj se coupent à 
angle droit, on obtient 

(5) ^^pj_^'bpi bp_y _^^_Ps^ =0 

En désignant par rf/i/ l'élément de la normale N, limité par 
les surfaces p/, pi -h dpij on a 

Il résulte de là que la distance de deux points définis par 
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les inlerseclions de deux séries de surfaces infinimenl voisines 
a pour expression 

^'^ rt.y-y/ /^, -f- /^, + /^j 

Nous avons maintenant, en considérant pi, pa comme con- 
stants, 



d'où 



mais 



dp 



âx _ . ôx ^ 
dn ~~ dp ' 



d'où il suit que 



(8) 



-7- = C08(N,.r) = j -^, 



et, de même, 

113 ' C?p,- 



Si l'on porte ces valeurs dans l'équation (3), on trouve 



(9) /.:=i/:.-7î + ,7^|-'-^ 



En ayant égard aux valeurs (8), les équations (4) et (5) 
deviennent 

ôx ()y ()z 

(lo) cos(N/, x) = hi -r- , cos(N/,7) = /// -/- , cos(N,-, z) = /ii -; 
api dpi dpi 

dx dx dy dr dz dz 

dpi dpj dpi dpj dpi dpj 

(b) Ces préliminaires étant établis, considérons le mouve- 
ment d'un point matériel libre, dont la masse est censée égale 
à l'unité, sollicité par une force dérivant d'un potentiel U. 



(«0 
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Nous avons, en ayant égard à la valeur (7), 

— = - \ o'ï i -4- O « 1- -4- O ' ^ /, -^ = 



dp ~ i\ àp "^ P* Op "^^« c^p / 

el, pour les équations du mouvement, 



dt h^ iy 'dp "^P* dp "^^^ dp J ~ dp^ 



ou 



\l^!:?. il ^'^ ^ i\ ^2l J!l "lA Jil ^fii fi\ ) _ à\j 

\ //2 dti "^ r/^ ^// 2 \r//2 dp "^ ^^2 (^pi "^ dt^ dplj ~ dp' 



équations auxquelles nous joindrons celle des forces vives 

qui s'en déduit immédiatement, comme cela devait être. 

Si le mobile est assujetti à rester sur la surface p = consl-, 
les équations du mouvement se réduisent à 

I d^p, dpi ^^//f I (dp] ^Ji} dpl'^'hl] _ d\] 



(12') < /'î dt^ dt dt 'i\dt^ dpi dt^ dp^ J dp^ 

h\ dr^ "" ~ dp^' 

. «, ï d'A ' fJ^l 

(c) Supposons maintenant qu'une série de surfaces ortho- 
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gonales se compose d'un ellipsoïde et de ses hyperboloïdes 
homofocaux à une nappe ei à deux nappes, représentés res- 
pectivement par les équations 

p2 "^ p2— 62 "^ pî — C« ~ *• 

/,,x y^*_L__z! f!_ _ 

x^ _ .r^ _ 3» _ 
Pî ^'-pi ""fî— p} "" '' 



dont on déduit les suivantes, 

n5^ L.._ (p'-^^^)(p?-^^^)(pi-^>') 

(p^-c2)(pf-cV) ( p|-6-') 

Ces dernières donnent 

l0ga;2 = — l0g62^«-h l0gp2-|- logpî H- lOgpl, 

l0gr' = — l0g(^'2--r2)Z>24-l0g(pî-/î»2)-+-l0g(pî-^^«)4-l0g(p|—^^»), 

log3* = ; 

d'où, en différenlianl, 

, / do dpx dpi \ 

J / dû dpi , dpi \ 



dz = 

Nous aurons, par exemple, 

T^~^ [ P^ "^ (P^—0'^)^ "^ (p* -"^'J ' 
OU, en remplaçant — par sa valeur déduite de la première des 
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équations (i4)» 

= I _| ± — 1_ 



el, en subsliluanl à j2 g^ ^2 leurs valeurs (i5), 
JL ^ (P'-Pî)(p^-Pl) 

//2 (p2_/^2^(pî_ cî) 

et, de même, 

^'^^ ^ I _^ (P?-P')(PÎ--PÎ) 

/'î (Pî-^M(PÎ-^*)' 

_!_ ^ (p|j^Pi)(p.l-::PL) 
/'i (pi-^^)(pl-^^)' 

(rf) Supposons que le point mobile soit assujetti à rester sur 
un ellipsoïde représenté par la première des équations (i4) el 
qu'il ne soit sollicité par aucune force extérieure. La courbe 
décrite sera une ligne géodésique de la surface (* ). 

Si Ton pose 



on a 



En substituant ces valeurs, l'équation (i3') et la première 
des équations (12') deviennent respectivement 

^PÎ ^Pl G . 

U.(pî-Pi)ï-J(pf-Pl)î^t 

(') Ce qui suit est emprunté à Liouville {Journal de Mathématiques 
pures et appliquées, i844)' 



p'-p' 


9'-9\ 


(??-z-*)(cî- pf )-'"■' 


(6*-pl)(cS-pi) 


^ =/7!,(pî-p|), 


^1 ='»«(Pî-pi)- 
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L'équation (12"), en ayant égard à Téqualion (i3") revient à 
I, - -x^/wi dpi do\ d , ^ ., Cpi 



ou 



^[w-PÎ)5(^'-t)-.'-^J^Î^'t^']-,l5£L, 



ou enfin 



En multipliant cette dernière équation par 2(pî — p5)-^\ 



il vient 
2 



v/^$(?f-?î)rf[(PÎ-pi)/'«i'^] =Grf?î; 



d'où, en désignant par Ai une constante arbitraire, 



(«0 ;n,(p}_p|)î^=--A, + Gpî. 






La seconde des équations (12') donne de la même manière 

(«O /«2(pî-pî)*Jf=A2-Cpî. 

Si Ton ajoute les équations (aO et («2), on obtient 

(PÎ-pî)[m,(pî-pi)Jf+m,(pî--p0^4] = ^*^-^^-^^(P'"-''*^ 
ou, en ayant égard à la formule (i3''), 

G(PÎ-pl) = A, + A, + G(p?-p|); 

d'où 

Ai = -A,. 

En posant --^ = (3, les équations (ai ), (aa ) donnent, par divi- 
sion, 

,. wi dç>\ _ pî— 3 

vu. 8 
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Si Ton remplace m\y m^ par leurs expressions, que l'on 
exlraye la racine carrée en prenant le signe — dans le second 
membre pour fixer les idées, on trouve 

. / (P^- 9W>'-'9\)ic^- Pi) ^Pi ^ . / pT^ 

V (P*-piXp?-^*)(^-^-pî)^p2 V P-Pl 
ou 



(^) \/p''-pî^Pl v/p^-p|rfp2 



£n posant 



(,7) A(pî) = /pî(p2-pî)(/,î-pf)(cî-pî)(P~pf), A(p,) = ... 

réquation (c) donne, pour l'équation générale des lignes géo- 
désiques de l'ellipsoïde en coordonnées elliptiques, 

/,8^ A^PilZPlMPi)! . AP^-Pi)^(Pl) _ eonst 

<'^) J MTF) ^7 MPI) "'""''•' 

équation dans laquelle les intégrales sont des intégrales abé- 
liennes de première classe et de première espèce. 
L'élément de la ligne géodésique est 



mais l'équation (6) donne 



OU, en multipliant par \/p7 — p'I , 

J_ ^Pi ^ ! i'p2_ 

on a donc 

/'iv pî— P v'pF^^ 

v/pî"^P /pT^ 
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Il5 



OU _ 

Enfin, en remplaçant mt, m^ par leurs expressions el inlé- 
grant, il vient 



'=/ 



pf(p'-p?)rf(p?) , rpi(p'-pi)rf(pî) 



'^(pî) 



/' 



A{pî) 



const. 



et s s'exprime aussi au moyen de deux intégrales abéliennes 
de première classe et de seconde espèce. 

33. Application des équations de Lagrange à la solution 
de quelques problèmes. 

1° Mouvement de deux points matériels m, ms, assujettis 
à rester sur deux droites et soumis à leur attraction mu- 
tuelle mm\ f{r)^ en désignant par r leur distance. — Soient 

Fig. 6. 




l = Wi la plus courte des deux droites A m, km\ ; 

ii = \m, Ut = Ami les distances respectives de m, m\ aux 

points A, Al à Tinstant t\ 
AK une droite égale et parallèle à A| /w,; 

a Tangle KA/77 des deux droites données. 
Nous appliquerons ici Téquation 



(«) 



dt du' 



du 



Ou ' 
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Nous avons 

U =-^mmi I f(r)dr, 

r2 = /WiK'h-zwK = l^-{- ii^-\-u\ — luux cosa, 

dr 
1 

par suite, 



r— = u-^ui cos a : 
au 



-T- = — mmi (u — «1 cosa). 

ou r 

Nous avons aussi 

ÔT dT 

_=o, ^. = mu, 

d dT du' d^u 

dt du' dt dt^ 

La formule (a) devient, par suite, 
(^) { et, de même, 

d^uy f(r)^ 

Ces équations s'intègrent facilement quand l'attraction est 
proportionnelle à la distance. 

2° Mouvement de deux points matériels m, /Wj sur un 
cercle, soumis à une répulsion mutuelle prop ortionnelle à 



(*) On arrive directement à cette équation de la manière suivante. 
La projection de niîn^ sur mA étant égale à celle de mK, on a 

-'-^"'^^ u— u, cos a 

cos m, m \ = ^ 9 

* r 

par suite, 

d^u ^ , s w — w, cos a 
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TI7 



V inverse du carré de la distance r. — Pour simplifier, nous 
prendrons le rayon Om = O/Wi du cercle égal à l'unité. Soient 



Fig. 7. 




(y^ê*- 7)w, Mi les angles formés par Ow, Owi avec un axe 
f\\e Ox, Nous avons 



dr 

T- = — C08 

OU L 



r = 2 8in 
U\ — u 



Ml — u 

y 

dr U\ — u 
= cos , 

Ôilx 'À. 



y^_mm,^ 



<^U mm^ dr mm* U\ — u 

du r* du r* 1 



d\] mmt U\ — u 

■^ = — pï-COS , 

dui /•' 2 



T= ^(mu'^-^mu'^), 
dl dl 



dT 



du 



-=mu=m^^^ 



dT 



dui 



-='^*^' 



d dl 

-T- —-. =z m 
dt du 



d^u 



du'^ 

d dT 

3: :rT = /wi 



dt^ ' dt du'i 



d^Ux 
-dï^' 



L'équation (a) nous donne, par suite, 



(O 



d^u 
di^ 
d^u 



mi Ui — u 

i. COS-^^ y 



m «1 — u 

_— = -. cos 

dt^ r^ 2 
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Dans le cas où rn = m\, on voil que 

dr^-^-dF=''^ 

du dux 

el SI, pour ^ = o, on a -.- = o, —rp =o> u^=: ol, Ui = t: — a, 

on obtient 

« -f. «1 = Tt ; 

par suite, 

d^u wi siuu 



dt^ 4 C08*« 

En multipliant par du el intégrant, on trouve 

/_i L_V 

\cosa cosuj' 



du^ __ rfh I ï 

d'où 



Wk 



/"v7: 



I 

cosa coSM 



Si a, par suite w, est assez petit pour qu'on puisse négliger 
«S mS le mouvement de m est oscillatoire. 

Si-. Principe de la moindre action, — Soient (/w, /Wi, . . .) 

un système à liaisons; xi, j/, Zi, ^^1= -.-' les coordonnées et 

la vitesse de nu à l'instant t. 
Nous avons d'abord 



(1) ^mi^^--. 



2U- 



En désignant par to, ti deux époques quelconques, consi- 
dérons Tintégrale 



(2) 






Nous pouvons concevoir que, au moyen des équations du 

mouvement, on ait exprimé ^, xi^ ji, zi en fonction de l'une 

des coordonnées que nous désignerons par u, 

-, ^ dxi , dri , dzi , 

En posant -7- =.^0 ^ =7i, -r- =^0 nous aurons, au 
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lieu des formules (i) ei (2), 

(i') 2^m ^- r/«*=2U-r-/i, 

(»') '=1.2'» — iï — *"• 

On déduit de l'équation (i' ) 



et, en portant cette valeur dans l'équation (2), on obtient 

f v^(2U-h/02/w(.r'2-+-/»-4-3'*)r/«= / Qrf«. 

Si Ton fait varier I en laissant Wo» U\ constants, il vient ( * ) 



on a 






ou, en vertu de Téqualion (3), 

(6) ^=^^, 

^ ^ » dx du dx^ 

dQ du , 

— ^, = w -7- X . 
dx! dt 

On déduit de la seconde de ces formules 

d ôQ _ d dx _ de_^ t Px 

^^^ dH d? """'Si 15 ~'''5JÏ dt^ 

(') Introduction, n" 1 et 3. 
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En portanl les valeurs (6) el (7) et celles qui se déduisent 
dans la formule (5), on obiieni 

ou, pour des déplacements virtuels compatibles avec les liai- 
sons, 

81 = 0. 

Il résulte de là que, lorsque le système matériel passe d'une 
position déterminée à une autre position également déter- 
minée, et que sa force vive dans la première position reste 
constante^ l'intégrale I est un minimum ou un maximum rela- 
tivement à la valeur qu'elle prendrait si Ton introduisait de 
nouvelles liaisons dans le système. 

Si les positions extrêmes du système définies par Uo ei u^ 
sont suffisamment voisines, 1 sera un minimum. 

A l'inverse, l'équation âI = o comprend toutes les équa- 
tions du mouvement. On voit ainsi que le principe de la 
moindre action n'apprend rien de nouveau. Cependant il per- 
met de donner rapidement la solution de certains problèmes, 
comme nous allons le faire voir. 

î° Système matériel qui n'est soumis à l'action d'aucune 
force extérieure ou moléculaire. — On a 

V/72p2= // et l^nwds = I V wp* dt = /i(ti— to). 

La durée du trajet sera un minimum ou un maximum, 
selon que les positions extrêmes seront suffisamment rappro- 
chées ou éloignées l'une de l'autre. 

2® Point matériel qui se meut sur une surface sans être 
soumis à l'action d'une force extérieure, — La vitesse v 
étant constante, on a 



f' 



d'où Ss = o. Donc s sera minimum ou maximum dans les 
mêmes conditions que ci-dessus. 



DYNAMIQUE ANALYTIQUE. 121 

3° De la réflexion et de la réfraction dans r hypothèse de 
rémission. — Celle hypoihèse, qui esl complèlemeni aban- 
donnée, eonsisle à admeilre que : 

i<» Une parlicule lumineuse se meul d'un mouvemenl recli- 
ligne el uniforme dans un milieu homogène el que sa vilesse 
ne dépend que de la naiure du milieu; 

2'» La parlicule resle dans son milieu si elle rencontre une 
surface réfléchissanle. 

Réflexion, — Supposons qu'une parlicule lumineuse, pas- 
sant par un poinl A d'un milieu, arrive après avoir louché un 
plan réflecteur, en un autre point Ai du milieu. 

Soient I le poinl où le plan est touché par la particule; if la 
vitesse de la lumière. 

Nous avons 



fvd^=iv{kV-\-Xx\). 



Il faut donc que AIh-AJ soit un minimum, ce qui exige 
d'abord que I se trouve sur l'intersection PQ du plan réflecteur 
el du plan qui lui esl mené normalement par la droite AA| ; 
car^ s'il en était autrement, le chemin ci-dessus serait plus 
grand que celui qui passe par la projection de I sur PQ. 

Soient a, a\ les projections de A, A| sur PQ; /, i\ les 
angles que forment AI, lA^ avec la perpendiculaire en I à PQ. 

£n exprimant que 

Al H- Al I = ; -H ;- 

COSf 008 «1 

esl un maximum, on trouve 

-T— sine .. sin«i ,. 

ka —.m H- Ai«i — TT^dix = o; 

COS*i COS*ïi ' 

mais la relation 

rtl-Hail = Aa tang i -h Ai a^ tang ti = const. 



donne 



-r— di, dix 

Xa — r-. -t-Ai^i — -r = o: 

COS^i COS*«i 



d'où, par comparaison avec l'équation précédente, sin/=: sinz. 
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Réfraction, — Nous supposerons ici que PQ est le plan de 
séparation de deux milieux dans lesquels les vitesses de la 
lumière sont i' Qiv\ et que A, se trouve dans le second milieu. 
En exprimant que 

TT 7"-; ^^ Ai«i 

i' X Al -h i'i X Al 1 = t^ . -H Vi r- 

COS^ COSii 

est un minimum, on a 

Aasin/ ,. At^i sinti ,. 

p r-T- di -f- i\ —. — dii = o\ 

COS*A COS^fi 

mais la relation 

tfi -hrtii = Art tang/-+- Ai^i tang/i = const. 
donne 

Xadl Airti ,. 

COS'i COS*/i 

par suiie, en comparant à Téquation ci-dessus, 

sin/ _ ('i 

valeur inverse de celle à laquelle conduit l'hypothèse des on- 
dulations. 

35. Stabilité de r équilibre d'un système matériel. — On 
dit qu'un système est en équilibre lorsque les forces qui solli- 
citent chacun de ses points matériels se neutralisent ou ne 
lui impriment pas d'accélération. 

Pour qu'il y ait équilibre, il faut nécessairement que les 
points matériels occupent chacun une ou plusieurs positions 
déterminées. 

Pour des déplacements arbitraires quelconques, on doit 
avoir (26) 

( I ) ^(X ô.r -+- Y ôj 4- Z Iz) = o. 

Si l'on ne considère que des déplacements comparables 
avec les liaisons, les réactions des lignes et surfaces fixes dis- 
paraissent dans l'équation (i) et les équations (5) et (7) du 

d^x d^T 
n*» 27, en supprimant les accélérations -rr^ -tjt' "•' feront 

connaître les coordonnées des points m, m\ m'', .... 
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Dans le cas d'un potentiel U, Téquation (i) revient à la sui- 
vante 

(2) 8U = o. 

qui exprime que, pour qu'il y ait équilibre, il faut que les 
valeurs des coordonnées rendent le potentiel maximum ou 
minimum. 

La stabilité de Féquilibre consiste en ce que, si l'on fait 
subir aux points matériels /w, m\ ... des déplacements 
aussi petits que l'on voudra, et si on leur imprime ensuite 
des vitesses ^0, ^\y ... également aussi petites que l'on 
voudra, les déplacements restent toujours très petits, 

£n supposant (29) les coordonnées exprimées au moyen 
des variables indépendantes m, m', . . . , posons 

(3) U = F(«,e/', ...). 

Nous allons démontrer que l'équilibre est stable si le po- 
tentiel est un maximum. 
Soient 

" -*- Xoi '^' + Xo> • • • '^s valeurs que prennent m, u', ... lors- 
qu'on a fait subir de petits déplacements aux points maté- 
riels /n, m', . . . avant de leur imprimer les petites vitesses^ 

w -h x> "' "+" X» • • • ^^ 1"® deviennent les déplacements au 

bout du temps /; 
r, \^', ... les vitesses correspondantes. 



On a 



l{^rn.--^rn.i) 



(4) p 
Si Ton pose 

la fonction 9 devra s'annuler avec les x et, pour que la fonction 

F(«, «',...) 
soil maximum, il faut qu'elle reste essentiellement positive 
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pour des valeurs absolues de x, x» • • • q^» ne dépassent pas 
certaines limites A, h\ ... ; Téquation (4) devient 

Supposons successivement dans (p(x> %', ••) 

y = h et faisons varier -^ entre — //' et //', y" entre — //', //", ..., 
y = — // » » » 

Parmi toutes les valeurs algébriques que prendra 9(x> . • •)> 
il y en aura une A qui sera plus petite que toutes les autres. 
En opérant de même pour '/=:A', -^' — — /?', on obtiendra 
de même une plus petite valeur A' de 9(7;, • . •)> ^^c. Appe- 
lons B la plus petite des valeurs A, A', . . . et posons 

(7) c = ^^^^^5 -^- ?(xo. x!)^ •••); 

réquation (6) devient 

Mais on peut prendre les j^^ en grandeur et en signes et les v^ 
assez petits pour que l'on ait C < B. Si donc au bout d'un cer- 
tain temps les variables x dépassaient leurs li mites, il arriverait 
que 

Ï^-?(X^XS •••)<o, 
et alors on aurait 



1^/Wt^2<0, 



ce qui est absurde. Il suit de là que les valeurs absolues des^ 
ne peuvent pas croître avec le temps au delà de certaines 
limites et que, par suite, Téquilibre est stable. 

Soient M la masse d'un système de corps pesants réagissant 
les uns sur les autres; Ç la distance de son centre de gravité à 
un plan horizontal fixe. On a 

donc le système sera stable si son centre de gravité est le plus 
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bas possible. Exemples : balance, système d'une manivelle et 
d'une bielle articulée à la tige verticale d'un piston, etc. 

36. Des petits mouvements d'un système matériel à liai- 
sons. — Reprenons l'équation générale du mouvement 

Soient 2/i, U29 . . ., Wvles v variables indépendantes au moyen 
desquelles on exprime toutes les coordonnées x, j, z, jî', 

Supposons que, le système étant d'abord en équilibre stable, 
on fasse subir à ses éléments matériels de petits déplacements, 
puis qu'on leur imprime de petites vitesses ; ces éléments 
exécuteront, chacun par rapport à sa position d'équilibre, 
une série de petits mouvements que nous nous proposons 
d'étudier. 

Soient 

^o> X09 ^0, Xq, ... les valeurs initiales de ^, j, . . . ou corres- 
pondant à l'équilibre; 

oci, «2? • • . celles de u^, W2, . . .; 

Uiz=(Xi-¥-Xif ^2= ^2-f- Xo» •• • ^^s valeurs des Ui à l'instant t, 
les quantités %. étant censées assez petites pour qu'on puisse 
en -négliger les secondes puissances; 

«/, bi, Ci des fonctions de «i, «2, . . . supposées connues. 

Nous avons des valeurs de la forme 



(^) 



Si l'on porte ces valeurs dans l'équation (i), on trouve 
^^^ / ^y, ^'y« ^*x, \ 



x 


= .r, + «,x, 


-l-rt,X, + ..., 


J 


= ro + ^X, 


-l-iiX, + ---. 


z 


= 2o+c,x, 


+ f,x,+..., 


x' 


= x'o-l-«',x, 


+ aiX,-t-..., 



(«) 
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en posant 

<4) 
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Si Ton développe U(ai -h ^i» «2 "+- X2' • • ) suivant les puis- 
sances des Xi en s'arrêtant aux secondes et remarquant que, 
d'après les conditions d'équilibre, la somme des termes du 
premier degré est nulle, on a 



(5) 



d'où 






8U 



=( 



^ 

^.^^î^ 



^*u 



■X: 



f)sU 



dOLi d(Xi ^'2 ^3i| 6^X3 '-3 



X, 



..)8X.H-. 



L'équation (3) donne par suite, en identifiant les coefficients 
(les àyjy 



Al 



^'li 



d* 



d^-) 



--+-AM-^,T-+At.3-^--4-... 



(r)) 



rf/î 






^1 






<) ^u dnj (j^u 



En désignant par p, s, Ai, /?2> . . . des constantes, posons 

(7) Xi = ^'1 sin /p(/ -h £), X2 = ^'2 sin /p(/ -^ e). 

Si l'on substitue ces valeurs dans l'équation (6), on trouve 

p(Ai/., -HA,y., + ...)4- ^ /,,_H^^^-^/.,+ ^^^^^/.3-f-...= o, 

P(A2,i//i-hAî//2 -h...) -h ^^ ^^ //1-f- -^ /<jH- = o, 
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En eliminani v — i des rapporls j-, -j-y ••• entre ces équa- 
tions, on obtiendra une équation en p du degré v dont toutes 
les racines devront être réelles, positives et inégales, car 
autrement les x/ renfermeraient des exponentielles, c'est- 
à-dire des termes croissant avec le temps; mais alors les 
déplacements ne resteraient plus très petits et Téquilibre, 
contrairement à ce que Ton a supposé, ne serait plus stable. 
A chaque valeur de p correspondra un système de valeurs 

déterminées de 7-^) 7-) ••• et deux arbitraires /«i et e. Soient 

p, p', . . . les racines de Féqualion en p, et accentuons de la 
même manière les constantes correspondantes; le système 
des valeurs 

Sy^ = //j sin /p (/ 4- e) 4- h\ sin /p"' ( ^ 4- e') -i- . . . 
y^z= 7/2 sin/p (^H- Ê)-h //'î sinv/p'(^H- s') -h. . . 



renfermant 2v constantes arbitraires, sera la solution générale 
des équations (6). 

Les constantes se détermineront par les conditions que 

Zi» Z2» •••' ~77"' ^/r' ••• 0"^ ^^s valeurs données pour 
t = o. 

Supposons que les valeurs initiales de chacun des x/, -^^ 

soient des sommes algébriques et que l'on fasse correspondre 
les éléments de Tune et l'autre série de valeurs. Il est évident 
que Xi se composera de la somme des seconds membres des 
équations (9) établis pour chaque couple de valeurs initiales. 
Les petits mouvements s'ajouteront, ce qui constitue ce que 
l'on appelle le principe de la superposition des petits mou- 
vements. 

Si, dans Texpression de la demi-force vive 

I x:i fdx'^ r/r» dz'^\ 

-JU'^Kdr^-^lî^^-dT^y 

on substitue les valeurs (2) de x^ y, z, x\ . . . et que Ton ait 
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égard aux notations (4)» on obtient 






£n désignant par H le résultat de la substitution dans cette 

dyj dxj 
expression de /?/, hj à -~y -r-y on a 

Si P est le résultat de la substitution de /r/, hj à X/» X; dans 
rensemble des ternies du second ordre du développement (5), 
on a 

et les équations (8) prennent la forme 



d'où 






Mais, comme H et p sont des fonctions homogènes du second 
degré des A/, on a 

d'où 

P 

p=-n- 

A des valeurs réelles de p doivent correspondre des valeurs 
réelles des hi\ la quantité H, par sa nature, est essentiellement 
positive. Pour que les valeurs de p soient positives, il faut 
que P soit négatif ou que la somme des termes du second 
ordre de la valeur (5) soit négative. Il suit de là que, pour que 
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les inlégrales (8) soient admissibles ou que l'équilibre soil 
stable, il faut que U(ai, «2, . . .) soit maximum, résultat con- 
forme à celui que nous avons obtenu au numéro précédent. 
Si U(ai, a2, . . ) est minimum, les valeurs de p seront né- 
gatives, c'est-à-dire que les déplacements Xi seront représentés 
par des sommes d'exponentielles et ne pourront, par suite, 
rester très petits. Il suit de là que, lorsque le potentiel est 
minimum, réquilibre est instable. 



VII. 



i3o 



HUITIÈME PARTIE. — CHAPITRE V. 



CHAPITRE V. 

SUR LA STATIQUE DES CORPS SOLIDES ET LES COURBES 
FUNICULAIRES. 



§ I. — Attraction d'un ellipsoïde homogène sur un point. 

37. Commentions. — La définition de la normale extérieure 
en un point d'une surface terminant un volume se comprend 
d'elle-même. 

\S ouverture sphérlque d'un cône est la portion de la sphère 
d'un rayon égal à Tunité dont le centre est le sommet, inter- 
ceptée par le cône. 

Soient ( fig, 8 et 9) 

Fig. 8. 




4 

M' un point quelconque de l'espace; 

r\y r2, ... les rayons vecteurs partant de M', déterminés suc- 
cessivement sur une même direction par une surface fer- 
mée (S); 

Ni, N2, ... les normales extérieures correspondantes; 
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dùi rouveriure sphérique inOniment petite d'un cône dont une 
génératrice coïncide, avec la direction de ri, r2, . . .; 

d<T^, ûfo'2, ... les éléments successifs de (S) déterminés par le 
cône; 

Fig. 9. 




da un élément quelconque de (S) correspondant au rayon 
vecteur r et à la normale extérieure N. 

Nous ne considérerons que l'attraction qui suit la loi de 
l'inverse du carré de la distance. 



38. Théorèmes de Gauss. 

I. Valeurs de Vintégrale j - — ^\^' da étendue à 
surface fermée. 

1 ^ Le point W est extérieur à la surface {fig> 8). 
L'élément de l'intégrale correspondant à rfw est 



a une 



mais on a 



— cos(Ni,ri)-+- -_cos(Nî,r2;- 



r\ dbi — — ddi cos(N, ri). 
rldoj — -h d(j2 COS(N, rj), 



La somme ci-dessus devient 

— du}-^ dm — ... 

et est nulle, puisque le nombre des rfo-/ est pair. 
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Il résulte de là que 



(0 



cosfN. r) 



/ cosfN 
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d^ = o. 



1° Le point W est intérieur {Jig. 9). 

En suivant la même marche que ci-dessus, on obtient 

dtii — diù 4-- dtii — ... 

pour rélément de l'intégrale correspondant à dw. 

Mais, comme le nombre des dai est impair, cet élément se 
réduit à dtù. Si donc on intègre, pour l'étendue de la sphère 
dont le rayon est Tunité et le centre M', on obtient 



(!') 



/ 



cos(N. r) 



Û?J = 4 77. 



II. Composante X sui^^antOx de l'attraction exercée sur 
le point M' par un corps homogène. 

Première forme : Soient {fig, 10) dx la section infiniment 
petite d'un cylindre, parallèle à 0.r, traversant le corps; r la 
distance à M' de l'élément dxdx du cylindre. 

Fig. 10. 




Nous supposerons, par exception, que les normales N|, 
N2, ... se rapportent aux éléments dci, rfo-o, ... découpés 
successivement, en partant du plan zOj, par le cylindre dans 
la surface. 
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On supposera que la masse M' esl égale à Tunilé, ainsi que 
la densité du corps attirant. 

On a, pour l'attraction exercée par d^dx sur M', estimée 
suivant Ox, 

-^ dx 008 ( r, .r ) = -f- dr. 

et, pour le cylindre total, 

'^\ft '•i a /'a / 

En remarquant que 

dy = — d<Ji cos(Ni, A*) = d72 cos(Nj, x) = — . . . , 

cette expression devient 

[d(Ji cos ( Ni , .r ) dii ces ( Nj , .2^ ) 1 

et enfin on a 

, . ,. /•^(JCOS(N. .r) rd^x 

(^) X=-J =~J—' 

en désignant par ddx la projection de da sur le plan yOz. 

On a supposé sur la figure que M' était extérieur à la sur- 
face (S). Mais il est facile de reconnaître qu'on arrive au 
même résultat lorsque M' est intérieur. Il en est de même 
dans rétablissement de la formule suivante. 

Seconde forme {fis- u) '• La composante suivant Ox de 
Tattraction exercée sur M' par un élément du cône dont l'ou- 
verture est d(ù étant 

r^ dtiidr , . , - , . 
— cos(r, x) = rttoor cosCr, x), 

on a, pour le volume découpé par le cône, 

dtù^ri— Ti-h r^— Tj-I-. ..) COs(r, x). 

Si Ton remarque que 

, r? dui , r\ dm 

a<Ji = 7^, r » (112 = -r; ^^ î • • • > 

cosCNi.r) cos(N2, r) 
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celle expression devient 

-^ cos(Ni,r)H — ^cos(Nî,r) -+-... cos(r, j:); 
d'où Ton déduit 



(^') 



-/ 



drs cos(N, r) cos(r, .r) 



Fig. II. 




39. Expression de l'aire élémentaire d'une surface en 
coordonnées curvilignes quelconques. — Soient 

F(.r,r,3) = o 

l'équation de la surface; p, q deux variables auxiliaires. 
On peut poser 

la fonction /« et /2 étant choisies comme on l'entendra; mais 
la fonction 

sera déterminée. 
Soient 

/w, /7ii, /7i2, /W3 les quatre points de la surface correspondant 
respectivement aux valeurs 

(P^q)^ ip'-dp.q), (p-i-dp,q-\-dq), (p, q -^ dq); 
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d(T Taire du quadrilatère mm^m^mz) 
ddz sa projection nn\ non^ sur le plan xOy^ 
On a 

Pour les coordonnées de /? J", .> ; 

Pour les coordonnées de «i < 

Pour les coordonnées de /?2 • • • • < 
Pour les coordonnées de «3 



d'où (') 



(3) 



et, de même, 



, I vu, dz dz dx\ j j 



(àx dz dz dx\ 

Considérons en particulier l'ellipsoïde dont Téquation est 

X* r* z* 
a* o* c* 

Cette équation sera satisfaite en posant 

(a) x=zacoap, j- = b sinpcosq^ z = csmpainq. 

oc y* z ' 

Si Ton remarque que â?'=-»j'=:^j2'=- sont les coor- 

(*) Application de la formule connue : 

aire n n^n^n^= \[{x - x,){y -{- y,)-h{x,- x,){y,-hr,) 

-\ {x,-x^) (r,+r,) + {x,-x) (r,+r)]- 
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données d'un point de la sphère dont le rayon est égal à 
Tunilé, on embrassera toute la surface de la sphère, par suite 
celle de Tellipsoïde, en prenant o et tt pour limites de p, et o 
et 27: pour celles de g. 
On a 



'àp~ 


— a sin/?, 






dp 


h COSJDCOS^, 


dy 


-bsinp sin^, 


ôz 
ôp- 


ccosjo sin<7, 


dz 


csin/?cos^, 



et les équations (3) donnent 

d^g — bc sin/? cos/? dp dq =^ — x sinp dp dq^ 
( 4 ) ' (f<Jy = ca sin'/? cos^ dp dq = .y sin/? dp dq, 

d^z = «^ sin'/? sïnq dp dq = — z sin/? dp dq. ' 

Soient M' un point dont les coordonnées parallèles à 0.r, 
Oj, Oz sont a, (3, y; r sa distance au point {œ, j, z) de la 
surface On a 

a — .V 3 — ' ' Y — ^ 

COS(r,x) = , COS(/*,j)- — y C0S(r,3) = — -^ i 



_, . ac . dpdq 

cos(N, z)= — z sin/? -S— ^ > 

el, comme 

cos(N, r)— cos(N,.r)cos(r, .r) 

-^ cos(N, r) cos(r, j) -h cos(N, z) cos(/', s). 

il vient, en substituant, 

(5) e^Œ cos(N, ^)- - -~ [(a - r)^ -h (? -j) ^ -f- (v - z) ^^ sin/? rf/?^^. 
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On déduil de là 

/ ^acos(N, /•)cos(r, a:) 

40. Attraction d'un ellipsoïde sur un point W. — Si Ton 

pose 

'- abc 

les formules (2) et (4) donnent 

(7) «X=- -^J — =---/ ^P -^y-^^^I- 

Posons encore 

(8) a^—b^=A, «2— cî=:A' 

et supposons que Ton fasse varier a, b, c, de manière que k et 
/f' restent constants. Nous obtiendrons une série d'ellipsoïdes 
homofocaux définis par la variable a. 
En différentiant l'équation (7) par rapport à a, on trouve 

(9) ^dl-^/J^^f àpj MH/^cos^ 7 J_^^^ 
De 

on tire 

Les équations (a) donnent d'ailleurs 

i — = cosp = , 

1 ^Z rf/>» . )- dh 

dz de . z de 

da da ^ ^ c dn 
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el les équalions (8) 

db _ a de _ a 

^"^^ dFi~V dh~~V 

La valeur (6), eu égard à (c) el (rf), devient 

r(a — J7) (3— j) (y — 2) 1 '^ 

[ «2 ^2 *^ c* J COS/? 

el nous avons, au lieu de Téquation (g), 

[ ady -\-Xda 
(ïo) ^ /-^^ /•>'^^r(a_^) (B— j) (y-2) 1 • , 

La formule (a') nous donne, en ayant égard à (5'), 

et, en portant celte valeur dans le terme x^^ï de réquaiion(io), 
on obtient 

ou encore, en vertu de la relation (5), 

. . j oida rcos(N, 

(--) '^y- = i^cj-i^ 



ocda rcos(N, r) , 



Nous avons maintenant deux cas à distinguer, en remar- 
quant qu'il n'y a pas lieu de s'occuper de celui où M' se trouve 
sur la surface de l'ellipsoïde, car alors on ne peut pas faire 
varier a sans que M' devienne intérieur ou extérieur. 

Premier cas : le point attiré est extérieur à V ellipsoïde. 
— Le second membre de l'équation (12) estnul (théorème Ide 
Gauss), c'est-à-dire que x est indépendant de a. Nous avons 
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donc, en accenluanl les lettres pour un second ellipsoïde ho- 
mofocal du premier, 



X X' V Y' Z 

abc a'b'c' abc a b' c' abc 


Z' 

~ a'b'c'' 


et, en appelant R l'attraction X H- Y -»- Z, 




R R' X X' Y Y' 

abc~ a'b'P' R ~ R' R " R'' 


Z Z' 

R " W 



Donc : 

1° Les attractions de deux ellipsoïdes homofocaux sur un 
point extérieur ont la même direction et sont proportion- 
nelles aux volumes de ces ellipsoïdes (théorème de Maclaurin ) . 

2*» La détermination de rattraction d'un ellipsoïde sur un 
point extérieur se ramène à celle de r ellipsoïde homofocal 
passant par ce point. 

Second cas : Le point attiré est intérieur, — Soient yj et !; 
des équivalents de x pour Oj, Oz. 
La formule (12) donne 

-, , da 
et, de même, 

^r / de , da 

Si Ton fait croître a indéfiniment, 6 et c croissent aussi in- 
définiment; mais, en vertu des relations (8), les rapports -1 

— restent finis et tendent vers Tunité. On sait d'ailleurs que, 

quel que soit a, Tattraction de Tellipsoïde sur un point inté- 
rieur se réduit à celle de Tellipsoïde semblable passant parce 
point. Il résulte de là que, si a croît indéfiniment, X = ahcjy 
Y = ahcriy Z = ahc^ restent finis et que x* ^> C sont nuls pour 
a =00, 



(i3) 
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Désignons par A, B, C les demi-axes d*un ellipsoïde dans 
rinlérieur duquel se trouve le point attiré, pour les distinguer 
des variables a, h, c, et posons 



d*oii 



A 

û = -, 
u 



(la •■ 



-. du, 



et, en nous reportant aux relations (8), nous avons 
, A^ / Â^ A, / ¥Ti^ 

Les limites de u seront o et m = i et correspondent respec- 
tivement à a = 00 et à a — A, et les équations (i3) nous don- 
nent 

4- 



x = - 



A3 



C — 



ra n ^ ti^ du 

T i ■ i i' 

T I Y i' 

/ / ku^Y I k'u^Y 

4^ r^ u^ du . 

A3 I î i' 

/ / ku^Y / A'a«\* 



et nous avons, par suite, 



Xr-- 



(i4) 



Y -- 



Z = 



, ABC r^ u^dii 

,^ a / r ï.' 

\ i ku^Y / ^'"'\' 

, ABC /'' «««fa 

/ / *a«\»/ *'u>\« 
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formules qui s*app]iquent aussi au cas où le point attiré se 
trouve sur la surface. 

4.1. Composante de l'attraction d'un ellipsoïde sur un 
point extérieur, — Nous supposerons que les formules (i4) 
se rapportent à rellipsoïde homofocal de Tellipsoïde donné 
passant par le point attiré, et nous affecterons de Tindice i les 
quantités qui sont relatives à ce dernier ellipsoïde. 

Si nous remarquons que les formules (8) donnent 

B» = A» - A« H- Bf, C» = A« - Aï 4- CJ, 
nous avons, pour déterminer A^, l'équation 

JlL ?' Y» _ 

A» "^ A2-A|-i-BÎ "^ A^ AJ-hCÎ "■ '' 

équation qui n'a qu'une racine positive; les racines négatives 
se rapportent aux hyperboloïdes homofocaux. 
Les formules (8) donnent 

k_ _ Af -n? A| A' _ Af — C» X\ 

A« "" Af A«' A2 ~ Af A** 

Si Ton pose 

A I u 

et si Ton remarque que X^ = X — t-r>. * y la première des 
équations (i4) donne 



X, = -\T.Oi- 



Aî 



]t r"" fiï dn^ 

/ / »? — Aî .y [ Cf-Aî ,\^ 



Pour simplifier, nous remplacerons A par A', nous suppri- 
merons rindice i pour u et les quantités qui se rapportent à 

l'ellipsoïde donné; enfin nous représenterons par M= ^ tt ABC 

la masse de cet ellipsoïde. Nous aurons alors 

A 

3 Ma r*^' li^da 



^' ■ ' 32- A 

A2 
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Il est facile de voir, à Tinspection des formules (i4)> quelles 

sonl les modiûcations qu'il faut apporter à cette valeur pour 

obtenir celles de Y, Z, que nous nous dispenserons d'écrire 

quant à présent. 

Soient 

A<B<C 



et 








(i5; 


Xî 


= A« ' ^= A« ^ 


il vient 






i- 


3Ma 


A 

Z'^' ir-rhi _ 3Ma 


/o (i-+-x«tt*y2(n-X'*ttî)* ^' 


da) / V _- 


3Mp 
A3 


Z'*' ««îrf« _ 3M3 <)XL 


\ *"y 


1 — 


/o (, + X«««)«(. + V««V "^^ '^^ 




Z =- 


3My 


A 




A3 


/ ,. . ^. .-!,_ ^,. .i~ A» dV 



\ 

Le calcul se réduit donc à trouver la valeur de L; mais l'in- 
tégration ne peut s'effectuer que dans les cas particuliers sui- 
vants. 

4^2. Cas d'un ellipsoïde de révolution aplati, — On a B = C 
ou X' = X; on peut faire passer le plan xOy^ par le point M', 
que l'on supposera, pour plus de simplicité, situé sur la sur- 
face. Il vient ainsi 

„ 3Ma r* u^du moi.. ^ .. 

^ SxMp r^ u^du 3M3 / , . X \ 

^=--Â^j[ (7TTï]^=-ÎXiAir"'^"S^--rTXij- 

Z = o. 

Supposons que l'ellipsoïde soit très peu aplati ou que X soii 
très petit. Nous avons, en nous arrêtant aux termes du cin- 
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quième ordre, 

arctangA = 1— —■ -{- ^, — — ^ = X— X^^-Xs; 
par suite. 



'■=-•ï(-^■)■ 



Soient r = \/a^ -f- [S^ ; G l'attraction X 4- Y. On a, aux termes 
du quatrième ordre près, 

o=H^^.(,-îx.ïi^).§[,-îx.(,-|)]. 

Désignons par / la latitude du point M', c'est-à-dire Tangle 
formé avec Oj par la normale en ce point. De Téquation 

(a) (I -r- X«)a2-f- ?2 = A*(£-i- X») 

de la méridienne, on déduit 

^8 T-hX« 

et Ton a, aux termes en X^ près. 



sin/ = -: 
r 



il vient donc 



^=i7['-^'(^- '•"''>]' 



mais Téquation (a) peut se mettre successivement sous les 
deux formes suivantes 

r«-h a2X« = A2(i -+- >^2), /•*(! + >^' sin»/) = A2(i -i- X*), 

d'où 

Enfin, en substituant et réduisant, on obtient 



l44 HUITIÈME PARTIE. — CHAPITRE V. 

Celle formule s'applique à rallraclion de la Terre, supposée 
homogène, sur un point situé à la surface; mais il faut en 

retrancher la composante verticale Tp^Rcos^/ de l'accéléra- 
tion centrifuge, T étant la durée de la révolution diurne et R 
le rayon terrestre moyen; nous avons ainsi une relation de 
la forme 



On a 



X2 ^ -— (aplatissement) , 2ttR = 40000000™, 



•ITZ _ 'vèTT 

T ^ 864ÔÔ ' '' ~ 3oo 

et à Paris, 

0^= 9,8088 pour / = 48°,5i, 

ce qui permet de déterminer la constante H, et Ton trouve 

ainsi 

g = 9,8249 — 0,0371 cos«/, 

tandis que, d'après l'observation, on devrait avoir 

g — 9, 83 1084 — o,o5oo57 cos*/. 

La différence entre ces deux valeurs tient à ce que la Terre est 
loin d'être homogène, contrairement à ce qu'on a supposé. 

4^3. Cas d'un ellipsoïde de révolution allongé, — On a 
A = B ou X == 0, et, en faisant passer le plan xOz par M', 



J, (H-X'2«2)i 

^^'"^ [xvm^-iog(v+/rrT^)], 



X -— i^ 

^' ^ (nhX'2^2) 



X'3A3 






z - '^^^^^ 



=_|Mi[,.,(v./r.-r7-^)]. 

k%. Attraction d'un cylindre elliptique indéfini sur un 
point de sa surface, — Soit Oz l'axe du cylindre. 
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Dans les formules (i6), on devra faire 

A=i et M = |ttA3(i-+->^»)«(i-+->^'*)^ 

puis, ces subslilutions faites, on supposera V=oo. Il vient 
ainsi 



X=: — 47ra(i-HX«y 



Y = _ ixpCi-f-X 

Si Ton pose 



' / l = -4-a[ -^-^ J, 



R 



on a 

X«= jî— 1 

et 

formules qui sont celles de Laplace. 

W^, Solide homogène de plus grande attraction sur un 
point extérieur. — « Quelle est la forme que doit avoir le 
solide, dont le volume est donné, pour qu'il exerce la plus 
grande attraction possible sur un point extérieur M', dont la 
position reste d'ailleurs indéterminée? » 

Tel est le problème que s'est proposé de résoudre le mar- 
quis de Saint-Jacques (M et dont nous allons chercher à don- 
ner une solution plus ou moins rigoureuse. 

Il faut d'abord que M' se trouve sur la surface du corps. 
Admettons, en effet, qu'il en soit autrement, et soient A, B les 
intersections la plus rapprochée et la plus éloignée de la direc- 
tion de l'attraction F avec la surface. En reportant de B en A 
un même élément de volume, la direction de celte attraction 
n'aura pas changé, mais son intensité aura augmenté, ce qui 
est contraire à ce que l'on a supposé. 

(') Académie des Sciences, Mémoires des Savants étrangers^ i749' 
VII. 10 
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Cela établi, soient 

/i, Ht deux éléments de volume situés dans la région de la 

surface du corps; 
F' Tattraciion sur M' du volume dont on aurait enlevé les 

deux éléments ci-dessus ; 
doc Tangle compris sous F et F'; 
/, Ji les composantes suivant la direction de F des attractions 

de Fit rit sur M'; 
f, f\ leurs composantes normales à cette direction ; 
<p, 9i les angles formés par /',/', avec la direction opposée à 

celle de la composante F'rfa == Frfa normale à F. 

On a, aux termes du second ordre près, 

/'sincp .:-:/; sincp,, 
F'fi?a =/'cos© -+-/J coscpi. 

Supposons que /soit plus grand que/i et faisons coïncider 
Uk avec 71 ; F deviendra, aux termes du second ordre près, 

Fi =_- v^( F'-f- ij'i^ -t- ( F e/a — 2/' cos o)2 -^ 4/'^ siii* cp = F'-+- if. 

Or 

F<F-h2/; 

par suite, 

F, > F. 

Donc, il faut que/=:/i ou, en d'autres termes, ^w^tous les 
points matériels de même masse de la surface donnent la 
même composante de Vattractiony suivant la direction de 
Vattraction totale. 

Soient maintenant 

M'.r la direction de F, qui sera nécessairement un axe de ré- 
volution de la surface ; 

r, {r,x) =: B les coordonnées polaires d'un point quelconque 
de la section méridienne; 

K* une constante. 
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Nous aurons 

C086 _ I_ . 



d'où 



(i) r-^K\/côsÔ, 

X = Kcosô /cosô, 
j = K sin 6 /cosô. 
Le maximum de j correspond à 



el a pour valeur 



cosO -\s/^ 



V ^ 

J= j\/2v/3 = 0,6204 K. 



La valeur correspondante de x est 

x = 0,4388 K. 

II suit de là que la surface a à peu près la forme d*un œuf 
dont le gros bout serait en M'. 
Proposons-nous maintenant de déterminer le volume du 

(«) Si l'on retient seulement des idées ingénieuses du marquis de Saint- 
Jacqnes, que le point M' doit se trouver sur la surface du corps attirant et 
que cette surface doit être de révolution autour de la direction M' x de F, 
le reste se déduit immédiatement du calcul des variations. On a^ en effet. 

F = 211/ rsin9 cos8 rf9, 
et pour le volume du corps 

■ sin6 cf6 = const. 






Ea désignant par K' une constante^ on a donc à rendre maximum l'inté- 
fprale 

j sine^Ç-K«rcos8^rfe, 

et on voit que l'on doit avoir 

r*=K«cosô. 
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solide, en désignant par ^ Tangle formé par un plan méridien 
quelconque avec un méridien fixe. Le volume d'un cône élé- 
meniaire, dont le sommet est M', est 

y d^ sin d^ : 

d'où, en intégrant par rapport à vj/, de o à 27r, puis rempla- 
çant r par sa valeur (i), 

— -7tKnw)s6)2rfcosÔ. 
£n intégrant de nouveau entre les limites o et - de 0, on 

7, 

obtient, pour le volume cherché, 



ij 3 



(h/O- 



Il suit de là que ce volume est équivalent à celui d'une 
sphère ayant pour rayon 

i'i) a = Ki/^ =o,58i8K; 

d'où 

(2) K = a'^î = i,yioa. 

L'attraction du cône élémentaire ci-dessus étant 

rd^sinnd^, 

sa composante suivant M'^ est 

r db sinB d^ d^ •= - - rrfcosô cos^d^, 

et, en intégrant par rapport à ^ entre o et 2jr, puis remplaçant 

r par sa valeur (0, il vient 

3 
— -2 7: K ( cosO >* d cos 0. 



Si l'on intègre maintenant par rapport à 6, entre les limites o 
r l'attraction résultai 



et -, on trouve, pour l'attraction résultante, 



STATIQUE DES CORPS SOLIDES ET COURBES FUNICULAIRES. 1^9 

Pour rallraction de la sphère dont le rayon est a sur un 
point de sa surface, on aurait 



d'où 



.^^û'; 



F 3 ,/- _ 



Il suit de là que la sphère, sous un volume donné, exerce 
sensiblement la plus grande attraction possible. 



§ II. — Courbes funiculaires. 

46. Soient 

Vds la force qui sollicite un élément |d!j d'un fil dont les coor- 
données sonl^, j, z; 
X, Y, Z les composantes de P parallèles à 0.r, Oj, Oz; 
T la tension au point (^, j, z); 

p = — le rayon de courbure; 

dx o dy fl^ 1 . j • 

cosa=:-7-> cosp — -^, COS7 =:= -T- les cosuius d«s angles 

que forment la tangente avec Ox, Oj, Oz; 

rfcosa rfcosâ rfcosy , 
cosX= > cosa= -9 cosv= '- les cosinus 

e ^ e s 

semblables relatifs à la normale principale. 
On a les formules connues 
; rfTcosa 



ds 



X — o, 



Si Ton ajoute ces équations, multipliées respectivement par 
cosa, cosp, cosy, on trouve 

dT 
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OU 

en désignant par P^ la composante tangentielle de P, équation 
à laquelle on est immédiatement conduit par une considéra- 
tion géométrique (t. I). 
L'équation (2) peut se mettre sous la forme 

(3) dT-^XcLc-{-Ydy-hZdz=^o, 

et Ton obtiendra immédiatement T en fonction de x, x* ^> 
si P dérive d'un potentiel. 
On déduit des équations (i) 

rfcosa ^cosa deos^ dT cos^ 
t (Ls £ ds 

H S- = *- -f-XcOSAH- YC08fX-+- Zcosv = o 

£ ds 

ou, en développant et désignant par P» la composante de P 
suivant la normale principale, 

— ^ c?(cos*a-h cos^P -f- cos'y) 

T 

-h ^ [(rfcosa)«-h {dcos^y-^{dco8^y]-\-?n = o, 

et enfm 

T 

(à) -+P„=zo, 

équation à laquelle on arrive aussi immédiatement par une 
considération géométrique (t. I). 
On déduit des deux premières équations (i) 

ds as 



jr——-^Yx — XX: 



ds ^ ds 

En développant l'ensemble des deux premiers termes de 
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celle équation, on trouve 

dï ( dr da:\ ( d^y (^^'^\ 

dï ( dr dc\ rp ^ / ^ dx\ 

~ d^v'ài'~'^d^)'^^di\fds '^^ ds] 

" ds^X" ds ^ di] 
11 vient donc 

\ et de même 

i<A-'%)-^' -■<■■-''■ 



(5) 



ds 



Si, par exemple, \œ — X j^ est nul ou est une fonction de s, 
la première de ces équations donnera une intégrale première 
des équations (i) et, si l'équation (3) peut s'intégrer, on n'aura 
plus qu'à considérer l'une des équations (i). 

Mais, dans un certain nombre de problèmes, comme nous 
allons le faire voir, il est plus simple de traiter directement la 
question que d'avoir recours aux équations (i) ou à celles qui 
en dérivent. 

47. Cas où les forces élémentaires sont parallèles à une 
rnéme direction. — La force P ds étant comprise dans le plan 
de deux tensions consécutives, c'est-à-dire dans le plan oscu- 
laleur, la oourbe est plane. 

Nous prendrons son plan pour celui des xy-y en dirigeant Oj 
en sens inverse de la direction de P. 

La courbe aura évidemment un point minimum /Wo par 
lequel on fera passer j. 

Soient 

0/Wo = ro; 

To, T les tensions en /Wq et en un point quelconque m dont 
les coordonnées sont x et y; 
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a rinclinaison de la tangente en m sur 0.r ; 
s l'arc /Wq/w. 

En projetant les forces qui sollicitent Tare m^m sur Ox et 
sur la normale en /w, on a 

(6) Tco8a = To, 

(6') ToSina ::= cosa / ^ds, 

d'où 

(7) tanga = -L C p^^, 

(7) P^. = To '^'^ 



(8) 



C08*a 

eus a 
P flh' = To i - • 



Nous avons maintenant deux cas à examiner : 

I* P ne dépend que de y. — La seconde des équations (8) 
donne par Tintégraiion 



cosa -"«^y. 



et, en posant 



M = n-^y'^Prfr, 



on a 



d'où 



tanga = /M*--r= -^i 



r^ dr 
.r = I , 



ei la solution du problème sera donnée par une double qua- 
drature. 

1^ P ne dépend que dex, - - La première des équalions (8 ) 
donne par l'intégration 

i-f-sina l/ P^''-. 
cosa 
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d'où, en représentant par N le second membre de cette éga- 
lité, 

N«— I dr 

et enfin 

48. Fil sollicité par des forces verticales proportionneUes 
aux projections horizontales des arcs élémentaires, — Sup- 
posons que Oj? soit horizontal et qu'on place l'origine en/TZo; 
en désignant par p une constante, nous ferons Vds^pdx 
dans l'équation (7) qui devient 

px dr 
^ 1 dx- 

d'où 

équation d'une parabole dont l'axe est vertical. 

49. Be la chaînette. — On sait que celte courbe est la forme 
qu'affecte un fil pesant. Soit p le poids de l'unité de longueur 
du fil. L'équation (7), en y faisant P = /? et posant 



devient 




^"■ 


(«) 




s — âîtanga; 


on déduit de là 






(à) 






et, pour le rayon 


de courbure, 


(^') 


P 


_ df _ a 

~ iioL ~ cos^a * 


Nous avons maintenant 






dy=: 


j . sin a 
ttr sin a = a — — 
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V 


d'où, 


en prenant 


moO = 


= a, 






(c) 






n 

*^~ cosa 


• 




Il vient ensuite 


dx = 


= rf^COSa = 


doi 

a > 

cosa 




d'où 












(d) 




x = a 


logUanga 


+ ■ ) 

cosa/ 




et 













(.) ta„ga=^ = __ 

On déduit de là, pour l'équation de la chaînette, 

Comme cette équation ne renferme qu'un seul paramètre a, 
on voit que toutes les chaînettes sont semblables. 
Des équations (a) el {e) on déduit 



is) 



'2 



Soit <.l, Taire comprise entre Oj?, 0/Wo et une ordonnée quel- 
conque; on a, en ayant égard à la valeur (c) de j, 



(/') 



oA)— / rdx — a / — '— = a 1 ds = ^ 



Nous renverrons au Chapitre VI du Tome I pour l'énoncé des 
propriétés géométriques de la chaînette résultant de l'interpré- 
tation des formules (c), {b)ei{/i), ainsi que pour l'étude de la 
tractrice et de la forme d'une voile de navire. 
Soient 

Xi l'ordonnée du centre de gravité de l'aire déterminée par 

deux ordonnées symétriques par rapport à Oj; 
s l'arc intercepté; 
j2 l'ordonnée de son centre de gravité. 
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a, en se rappelai 
valeurs (c), (6) el {h)y 



On a, en se rappelant que dx == el ayant égard aux 






cos^a' 

dCL 



008^ a 
d'où 

et une nouvelle propriété qu'il est facile de traduire en lan- 
gage ordinaire. 

Nous allons maintenant déterminer les éléments d'une 
chaînette lorsque Ton se donne les positions m^ ^2 des deux 
points d'attache, le premier étant censé plus élevé que 
l'autre, ainsi que la longueur/ de la chaînette entre ces deux 
points. 

Soient 

rii, n2 les projections de /Wi, /W2 sur l'axe Ox dont la po- 
sition est inconnue comme celle de 0; 
hy k les distances verticale et horizontale de /7ii, /712; 
y^=^m%nKy 72=/W2/i2. 

Nous avons 

Désignons par/' la longueur qu'aurait l'arc de chaînette si/712 
était le sommet, longueur qu'il est inutile de calculer, comme 
on le verra ci-après. 

Si / < /' , l'origine se trouvera en dehors de la distance n^rix, 
au delà de n^ et en posant X\ = O/ii, .^2= O/io, on aura 

J72 ^^ «2^1 ~~' Al^ 

puis 

a( '^ -"^ ' ^'"^ _!liZL*\ 

A=-U«-i-e «-^ '^ — (? « y, 

' [Il _£i ^1-* -T-.-A N 
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Si /> /', le point se trouvera entre /ii et /i2> et l'on aura 

.Vi=: k — Xiy 

puis 

équations identiques aux précédentes, lesquelles feront par 
suite connaître ^i et a. 

Selon que Ton obtiendra .r,^/r, le point se trouvera en de- 
hors de la droite /ii /i2, du côté de «2, ou entre les deux points 

En substituant 

li i 

(y) w = e", a=e'', 

aux inconnues a?i et a, les équations (z) deviennent 

(«'-a)(a-i)= — — , 
(A) 

[ ("'-+- 3i)(«-i) = --^; 

d'où par division 

(0 « = «''"^. 

En portant cette valeur dans la première des équations (/r), 

on trouve 

l—h l—h 

Mais de la seconde des équations (y), en ayant égard à la 
valeur (/), on tire 

(m) _ = _,oga=^.log«'^^. 

et Ton a par suite, pour déterminer w, 

/_/, /__/, /_/, 

«/* -, . — 1 = — ï — U lOgtt* -, 7 • 
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Les équations (/), {m) feront ensuite connaître a et a. On 
aura enfin 

.r,^alog«, ji= ly^-^'l)' 

ce qui déterminera la position du sommet de la courbe. 

» 
50. Forme d'équilibre d'un fil dont les éléments sont sol- 
licités par des forces proportionnelles à une fonction de la 
distance à un axe fixe, normales à cet axe, — Soient 

Oz l'axe; 

r la distance d'un point m de la courbe à cet axe; 
l'angle formé par le plan zO/w avec le plan zOx\ 
f{r) la force extérieure considérée comme positive si elle est 
dirigée de Oz vers /w. 

£n désignant par A une constante, l'équation (3) du n^ {^6 
nous donne 

<«) T---/(r)-,-A. 

Le second terme de la première des équations (5) du même 
numéro étant nul, nous avons, en représentant par B une autre 
constante, 

ou 



,(.,±^^, 



as 
En élevant au carré et remarquant que 

on trouve 

..g[TV.-B.]=B.(.H-g). 

La troisième des équations (i) du n"46 nous donne, en dé- 
signant par C une troisième constante, 

T— -r 
* ds - ^' 
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d'où, en élevant au carré et en remplaçant ds^ par son expres- 
sion, 

En portant cette valeur dans Téquation (6), on trouve. 

^. — »^- _. 

d'où, par réiimination de T au moyen de l'équation (a), 

(A) d^ = 



:r^r^\[A -f{r)y — C^\ - - B* 
L'équation (c) donne, par suite, 

(B) dz= ^^'"^^ 



:-:V/r«î"[A-/(r)]'~C»!-"-B* 

La solution du problème se ramène ainsi à deux quadratures. 

L'intégration des équations (A) et (B) introduira deux nou- 
velles constantes M et N. Nous avons donc à déterminer les 
cinq constantes A, B, C, M, N. 

Nous affecterons respectivement des indices i et 2 les coor- 
données r, 0, z des extrémités du fil, qui, comme la longueur / 
de ce fil, sont des données de la question. En exprimant que 

6 — 61, 2 — 3i pour r = Ti, 
6 — 6j, z --- zi pour r — rj, 



=X i/'-^ 



'=/ l/'-'-:^, + S + 'rf'-. 



nous aurons les cinq équations qui permettront de déterminer 
les constantes. 

Si les extrémités du fil se trouvent dans le plan zOx, la 
courbe sera comprise dans ce plan eiB sera nul. On aura ainsi, 
pour l'équation différentielle de la courbe, 

(B') ^^— =^£=. 

rbv/[A-/(r)]»-C» 

Dans le cas où les deux extrémités du fil se trouvent dans le 
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plan œOy, on a C — o el 

pour l'équation différentielle de la courbe. 

Supposons que les plans zOx, zOy tournent uniformé- 
ment autour de Oz en entraînant le fil avec eux. Si nous dé- 
signons par [x^ la moitié du carré de la vitesse angulaire, nous 
avons, pour le potentiel de la force centrifuge, 

/(r) = jx«r«, 

et, en posant r^ = u, les équations (A) et (B) deviennent 

B du 



(Al) rfO 

(B,) dz 



: 111 A[(A — jx2tt)ï— Cï] — B* 
Cdu 



= 2 V^«[( A — [i«w)' — C2] — B2 
et leurs intégrales dépendent des fonctions elliptiques. 

51. Fil d 'égaie résistance, — On désigne ainsi un fil dont 
la section w varie avec s, de telle manière que la tension rap- 
portée à la section soit une constante donnée /r. On a donc à 
déterminer la fonction de .9 qui représente w et la forme de 
Taxe du fil. 

Soient x> o, K les composantes suivant 0^, Oj, Oz de la 
force extérieure qui agit sur Tunité de section. Nous devrons 
supposer, dans les formules établies au n*» 4^6, 

T = Au), X = toy , Y = wr^, Z — w!J ; 

mais nous nous bornerons à considérer le cas où la force ex- 
térieure est parallèle à Taxe Oj, en la supposant dirigée en 
sens inverse de la piartie positive de cet axe. 

Nous ferons ainsi P^wyî, To = /rwo dans les formules (6) 
et (7) du n" 4.7, en désignant par wo la section au point le plus 
bas /7io« Nous aurons ainsi 

(i) a)COSa = a)o, 



(2> tanga=7 — / oiii\ds] 



a= 7 — / <J 
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d'où, par rélimination de <x, 



v/w^— o>5 = ^ / wr^ < 



1 ££f 

et successivement 

dt>) I , 



v'w*— (u? ^" 



log 



(£-\/5-')=-i.p'*- 



Si nous posons 

(3) 


-1 f\. 


nous aurons 


• 


(4) 




d'où, en vertu de la relation (i), 


(5) 


dr y.Q 
ds' ~ 0*^-1 



pour réqualion différenlielle de Taxe du fil. 

Comme premier exemple, considérons le cas de la pesan- 
teur et désignons par p le poids spécifique du fil ; le poids de 
réiément tods étant pcùds, nous devons supposer n =/?, et 

nous aurons, en posant ^ = --» 



(6) 



= e «, 



, 9.dx xt'" ds 
dx = - = 3 

_£ _ .V Sa- 



(7) X = 2«( arc tange'* — ^U 



STATIQUE DES CORPS SOLIDES ET COURBES FUNICULAIRES. i6j 

puis 

/s s s 






OU 

(8) 

en prenant 



= a\og\e''-he "j 



Jo = alog2, 



et le problème se trouve résolu. 
Supposons maintenant que Y} ^^ soit de la forme /?rf^, p étant 

une conslanie; en posant j- = -t nous aurons 

n CL 



el 





(Do 2 ^ 




dx 2 








.. = f(J-rO, 




j- .r 




dx~ 1 E _£ 


y 


.r X 



et tous les éléments de la question sont déterminés. 

52. Du mouvement d^un fiL — Nous conserverons les no- 
tations du n° W, à cetle exception près que nous représen- 

VII. II 
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lerons par ePrfj, au lieu de P rf.9, la force extérieure qui agit 
sur ds, en désignant par s la masse de Tunité de longueur 
du m. 

La coordonnée x sera fonction de t et de s, et, comme s 
reste invariable, les composantes suivant 0^* de la vitesse et 

de l'accélération de ds seront respectivement -ry? -r^ • ISous 

aurons donc, pour les équations cherchées, 



dT cos a 




■(--'S?)=°. 

Ces équations, dans toute leur généralité, sont trop compli- 
quées pour qu'on puisse en tirer parti. Aussi nous bornons- 
nous à considérer le cas où le fil est compris dans un plan 

Soient 

V. Il les composantes do la vitesse ds, i . , 

, ,, „ , . , , r suivant la tangente et le 
9, il » de 1 accélération de a.v, > 

\ rayon de courbure. 
*, W )) de P, J ^ 

Nous pouvons prendre, pour les équations du mouvement, 
dT 

_._4-e(4>-(p) = o, 

d'où, par Télimination de T, 



Nous avons 

l dx 

■■ t'cosa — u sma, 



( dx 

à Y 

^- = ç»sina H-ttCOSa, 



dt 
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(^(t'cosa — f^sina) â(vs\na-h ucosoî) . dif da 

o = — ^ T cosa H — i^ sina = u^-j 

dt dt dt dt 

, r)(('C08a — w sina) . <^Cc'sina-i-ttCOsa) du d% 

4<= j^ s.na+ ^C08a=^ + .^, 

et réquation précédente devient 

àoL d /.,. du âix\ 

as ds \ dt dt ) 

En différentiant les équations {a) par rapport à s, on 
obtient 

d COS 7. dv . doL du . da 

— r — = ^ COS a — c>sina , t" sina — ttCOsa---> 

dt ds . ds ds as 

d sin oi du . d% du . da 

—^ — = — sin a -h i^ COS a ^ — h .- cos a — w sma -r- • 
dt ds ds ds ds 

En ajoutant ces équations respectivement multipliées par 
cosa, sina, puis par — sina, cosa, on trouve 

dv da 

(i) 3 u— —o, 

' ds ds 

, _ du da di 

' ds ds dt 

Les équations (i), (2), (3) entre les inconnues w, (^, a et 
les variables ^ et ^ seront celles du mouvement. Nous y étions 
parvenu, au Tome I, pages 821 et suiv., par des considérations 
géométriques, mais qui sont plus difficiles à suivre que l'ana- 
lyse précédente. Nous renverrons à ce Volume pour les ap- 
plications des équations ci-dessus. 



§ III. — Questions diverses. 

53. Centre de gravité d'un tronc de prisme droit trian- 
gulaire» — Nous prendrons respectivement pour plan horizon- 
tal et pour plan vertical de projection (/î^. i3) le plan de la 
base ABC et celui d'une face latérale C'c'b'B'. 



i64 
Soient 



HUITIÈME PARTIE. — CHAPITRE V. 



(ABC,a'6'c') la troncature; 

(0, 0'), (0, o') les centres de gravité de l*aire B de la base et 

de celle de la troncature; 
h = k'a\ h' = B'b'y h''=Cc' les longueurs des trois arêtes; 
h -+- h' -h h" 



H = 



la distance O'o'. 



Décomposons le volume en trois tétraèdres par deux plans 

Figr. 12. 
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l'un mené par les sommets (C, C), (A, a'), (B, B'); l'autre 
par les sommets (A, a'), (B, B'), (C, c'). Pour simplifier, nous 
désignerons les tétraèdres par leurs sommets et leurs bases 
en projection verticale, placés entre parenthèses. 

Soient x, x\ x" les distances des sommets A, B, C à une 
droite quelconque OP menée par le point dans le plan ABC; 
Xi la distance semblable de la projection horizontale g du 
centre de gravité cherché G. 

Nous avons 



(«) 



X -\- X -\- X = o 
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el, pour les moments par rapport au plan (OP, Oo') des vo- 
lumes, 

(a',A'B'C') ^ 2.r-4-.r>-^a:- ^ 

{a'^B'b'c')..: j^- ..r- + ^r4-r- ^ 

{a,L Bc) — 7 , 

d'où, en faisant la somme, qui doit être égale à BH^Ti, et ayant 
égard à la relation (a), 

/i x -h h' .v' -\- h" x" 



Exr 



11 



Soient [jl le centre de gravité des longueurs h, h', h", consi- 
dérées comme masses concentrées en A, B, C, et dont nous 
déterminerons plus loin la position; x sa distance à la droite 
OP ; nous avons 

d'où 

4 

On voit ainsi que g se trouve sur Ou et au quart de la dis- 
lance de à |ui. 

La hauteur Zt du centre de gravité (G, g) au-dessus de 
ABC sera donnée par 

^„ B/2 // B/i' // -h //'+ h' Bh" h -h //• 
. ™^^ = T4'^1 4 ^T—r~' 

d'où 

24H 

3 
8 



«1 = 



Soient 



/i = H-hC, //=H-4-C, //''=H-hC'; 
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il vient, en remarquant que Ç h- Ç' + $"= o, 

d'où il suit que le centre de gravité du tronc est plus élevé 
que celui du prisme qui aurait O'o' pour hauteur. 

Il ne nous reste plus maintenant qu'à déterminer la posi- 
tion du point /z. 



Soient {/ig. i3) 



Fig. i3. 




Az', kz" les portions de la parallèle à CB menée en A, 

situées du côté de B et C ; 
A a, B[3 deux longueurs proportionnelles à h' , h portées sur 

kz' et BC à partir de A et de B; 
I l'intersection de a(3 avec AB et qui sera le centre de gravité 

de hy h'. 

Soient, de même, 

A a', Cy des longueurs proportionnelles à //', h portées de A 

vers z" et de C vers B ; 
J l'intersection de AC avec a' y ou le centre de gravité de h 

et //". 

Il est évident que le point il sera l'intersection des droites BJ 
et CI. 

54^. Théorème de Sluse, — Soient (fig, i4) 

un cercle décrit sur le diamètre OA = a; 
71, p les intersections d'un rayon vecteur partant de 0, incliné 
de Tangle surOA, avec le cercle et avec sa tangente en A; 
Om = np porté sur O/i; 
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n'y p*, m! les positions que prennent /i, /?, m quand B aug- 
mente dedô; 



'•'=0'^ = ï3re' 



r — Om = 0/? — 0/i = -^-ir — « cosO = 



a 
cosô 



asin*6 
cos6 



On sait que le lieu de m est une cissoYde qui a kp pour asym- 
ptote. 



Fig. 14. 




Le moment de l'aire pmm'p' par rapport à kp esl 

rf6 ^—- ^ =r — (i -4- sin«0 — 2 sin*0)é/0. 

2 3 2 3 b 

Le moment semblable relatif à Taire nOn' a aussi pour 
valeur 



On 



rfe 



rt -h 2(<2 — 0/2 cos6) _ a^ 



= — (i-hsin*6 — 2sin*0)rf6. 



Ces deux moments étant égau^, il résulte d'un théorème 
de Guldin que ie volume du tore engendré par le cercle 
tournant autour de V asymptote est égal au volume engen- 
dré de la même manière par la cissoïde. 

Remarque, — L'aire, limitée par les deux branches de la 
courbe et l'asymptote, est 






— sin*e 
cos'6 



^6: 



37r«* 
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c'esl-à-dire que celle aire esl égale au triple de celle du 
cercle. 

55. Théorème de Pappus. — Soient 

kk!M*. . . un polygone fermé plan ou gauche; 

m la masse de points matériels identiques partant simultané- 
ment des sommets avec les vitesses de même sens ka, ka' 
proportionnelles aux côtés A\' =^a,A' X^=a', ... ; 

(^o,Jo,^o), i^'of x'o9 z'o), ••• les coordonnées rectangulaires 
des sommets ; 

XifX^' Zj les coordonnées du centre de gravité des masses m 
au bout du temps /. 

On a 

XiZm = Sm[a:o-H A:ûCOs(a, J^).t] = S/w^To-H mtl^a C08(â5, x). 

Mais, puisque le polygone est fermé, 2acos(a, d?) = o; on 
a par suite 

xi = -= — = const. 

et, de même, 

Y^ = const., 3i-= cbnst. 

Le centre de gravité des masses m reste donc fixe. 

56. Sur le moment d'inertie d'un volume de révolution 
par rapport à son axe, — Soient e/w un élément de Taire 12 
de la section méridienne; r sa distance à Taxe Oz. 

Le moment d'inertie de la couronne engendrée par dcù étant 
iTzrdtù.r^j on a, pour le volume total, 

(i) l = 2TZ I r^d(ù = 2Tz I r^ dr dz. 

Soient K=f{z), Ro=/o(z) les limites extérieure et inté- 
rieure de r, on a 

i=lfiu^^Ri)dz=lJ[f{zy-Mzy]dz, 

Si Taire génératrice coupait Oz, celte formule donnerait 
la différence des moments d'inertie des volumes déterminés 
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par les deux portions de celle aire, ou le moment d*inertie de 
la croûte solide engendrée par la diflférence des aires de ces 
parties. 

Lorsque le profil est extérieur à Oz, il peut être avantageux 
d'employer une formule spéciale que nous allons faire con- 
naître. 

Soient 

A- = GI la dislance à Oz du centre de gravité G de 12 ; 

Gx le prolongement de IG, Gj la parallèle kOz menée en G; 

a: la distance de rfw à G j. 

On a 

r3 = (A: -h j:)3 = A:3-f- 3 k^x -f- 3A.r*-f- x', 

et, en remarquant que /a? dw = o, la formule (i) devient 

(2) I = 3.11 (k^Q -\-3k jx^ dui H- jx^ duij , 

expression dont la première intégrale est le moment d'inertie 
de û par rapport à O7. 

Si Oj est un axe de symétrie de 12, la seconde intégrale est 
nulle. 

57. Du frottement dans ta vis à filet triangulaire, — 
Nous supposerons que Taxe Oz de la vis est vertical et que 
pour l'observateur couché suivant cet axe en ayant les pieds 
en bas, l'hélice directrice s'élève en allant de la droite vers la 
gauche. 

Soient {fig. i5) 

To le rayon du noyau ; 

Îq l'inclinaison de l'hélice sur la section droite; 
Zo = To tang/o l'ordonnée du point /Wo de cette hélice ; 
d l'inclinaison du profil du filet sur les génératrices; 
m un point quelconque ( r, 0, z) du profil passant par nto ; 
imn \2i perpendiculaire au plan méridien de/w, dans le sens de 
droite à gauche. 

On a 

r — /«o = (3 — 3o) tang8 = (3 ~ 9ro tang/o) tang S 



170 HUITIÈME PARTIE. — CHAPITRE Y. 

OU 

(1) — r — Sto tang/o tango -h z tango -1- /•(, = o. 

Si A/2N est la normale en m et si l'on pose 

( 2 ) tang X = tangi'o sin 8, 

on a 

i cos(N,T,)==- 



^0 tangX 



(3) 



//•^-hz-J tang^X 



C08(N, :î) — 



r sinô 



//•2-i-^J tang'X 



Soient 



.m\ un point infiniment voisin de m^ de l'hélice directrice 





Jïi' le point du profil, passant par aWq, situé à la même distance 

r de Oz que /w; 
772 T la direction de /w//2'. 
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Les projections de mm! sur r\ et Oz, m étant respecli- 

dz 
vemenl r rf0, 3^ c?0 — Tq tang/'o d^^ on a 
c'y 



cos(T, 7) ) -^ /r2 ^_ ;.2 tang«to 

Soient /w,, /w'i les points de /Wo/w, /Wq/w' situés à la dis- 
lancer -h dr de Oz;rfw rélément superficiel mm' m\m\. 
On a 

^(0 cos(N, 3) = rd^ dr, d'où c?w, 



sin8 V ''^ 



./a. cos(T, z) = '-^^'-^l^ 4 / 4^1^;i?î^ dr rfO, 
V ' ^ --- 1/ "2^/.2 lang2io 



(5) < 



-/•^aJCOS(N, tJ = ^-^l/ -^ 5-: — ^^drd^, 

- r <3?aj cos ( T, T. ) = ^ . ^ dr dd = rro tang Iq dr d^ ). 

Supposons maintenant que la vis soit sollicitée suivant son 
axe par un poids Q; soit OÏL le moment du couple horizontal 
qu'il faut appliquer à la tête pour que le glissement de haut 
en bas soit sur le point d'avoir lieu ou, s'il a lieu, que le mo- 
ment soit uniforme. Le sens positif de DTL sera de la droite 
vers la gauche. Désignons par/? la réaction normale par unité 
de surface de l'écrou sur le filet. Les réactions pdo), fpdoi 
faisant équilibre à Q et OR/, Q sera égal à l'intégrale de la 
somme des deux premières équations (5) multipliées respec- 
tivement par/?, ^; DXL sera aussi la somme des deux autres 
multipliées de la même manière. Les intégrations par rapport 
à à partir de o s'effectuent immédiatement, et, si r^ est le 
rayon extérieur du filet, on trouve 



(6) 



^ L 2 sino Jr, V r^-^rllangiQ J 
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d'où le rapport ^T» qui est indépendant de /? et 6; p se dé- 
duira de Q et sera d'autant plus petit que sera plus grand ; 
c'est pourquoi pour les fortes charges, et pour ne pas s'ex- 
poser à briser la matière, on doit donner beaucoup de tours à 
la vis. D'ailleurs/? est donné a priori {6^^ par millimètre carré 
pour le fer, ^^^ pour la fonte), d'où 9 est le nombre de spires. 

L'intégration ne peut s'effectuer que si X = /o ou d = 9o'*, 
cas de la vis à filet rectangulaire, sur lequel on reviendra. 
Mais on peut procéder par approximation. 

Soient 

R= ~ ' le rayon moyen du filet; 

iRe = r^ — ro sa largeur ; 
^Rg = r — ro; 

d'où 

/•o=R(l — 6'), /•i = R(i-he), ^ = R(n-2£ — e). 

Les limites de e substitué à r sont o, e; mais, comme e 
atteint au plus ^, on peut en négliger le carré, par suite 
celui de e. 

On a ainsi 

A* -h rj tang* X _ cosio ri — (iB — e — e tang* ^'o ) cos' ?o "| 
V /-^-hrj tang^iQ ~~ cosX [ -h(it — e — e tang* X ) cos* X J' 

// /•^-+-/-g tang^X , _ aRcos/p 
V /-^-i-rj iang2«o ~~ cosX ' 



r'' / H+z-gtangn ^, ^^ ^ 2R3^os£o ^ . 



d'où 

(7) 



-^ . /costo 
''^ ^sinôcosX 



Câw de la vis à filet rectangulaire. — On a â =r 90% X = £o , 
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elles équations (6) donnent 

Q ~ KH-yrotang^o 

OU, en négligeant e^y 

*m _ (i — g)tang/o — / ^ 
QR - 14-/(1 — e)tangfo' 

Dans la discussion de celte équation, nous négligerons en- 
core e, comme on le fait d*habitude, et, en désignant par a 
Tangle de frottement, elle se réduit à 

(8) ^ =tang(/o-a). 

On voit que OÏL est positif si /© > «> nul pour io=a, et 
alors Q fait équilibre au frottement, négatif si /o < a, c'est- 
à-dire qu'il faudra agir sur la vis pour la faire descendre. 

Dans le cas où Q, au lieu d'être un poids, est une résis- 
tance verticale, il faudra changer le signe des p don, puisque 
c'est la partie supérieure du filet de l'écrou qui réagit sur la 
vis; les fp dcû conserveront leurs signes. On n'a donc qu'à 
changer les signes de Q et de io dans l'équation (8); mais nous 
ne nous arrêterons pas à cette nouvelle discussion. 

58. Le la vrille. — On désigne sous ce nom un outil formé 
d'une tige cylindrique terminée par une sorte de vis conique 
et qui sert à percer des trous dans le bois. 

I® Sur quelques formules relatives aux conoldes droits, 
— Soient 

Oz ifig' 1 6 et 17) la directrice rectlligne; 
xOy le plan directeur ; 

r = ml, 0, z les coordonnées cylindriques d'un point m de la 
surface conoïde; 

(f) ^=/(e), r = F(e) 

les équations de la directrice curviligne, dont la première 
est celle de la surface; 
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//il un point infiniment voisin de /w, situé sur le cylindre de 

rayon r, défini d'ailleurs par 9 4- d9, z -\-dz; 
niT la direction m/rii ;_ 

Fig. 16. 

/T 




/wN la normale à la surface en m; 

mn la perpendiculaire en m k r dans le plan parallèle à .x*Oj% 
menée dans le sens de Taccroissement de 9; 




dui rélément de la surface limité par les cylindres de rayons r, 
r -\- dr, et les plans méridiens définis par 9 ei 9 -i-d9; 

ro< ^i les rayons suivant Im, fonctions données de 9, des 
deux courbes tracées sur la surface qui limitent, dans un 
sens, une portion de son aire. 



STATIQUE DES CORPS SOLIDES ET COURBES FUNICULAIRES. 17O 

On a 

cos(N, 5)= — - -'-—-—- ^ cos(T,T)), 



\/'^7,f 



(6)» 



cos(N, — r,) = — cos(N, T^) = — — - — = cos(T, s). 



diji cos( N, z) = r d^ dr = dui cos(T, tj ), 



diù C08(N, —ri) = rd^dr-f\^) = dr^d^ = dr dz = dit) cos(T, z ) 

et enfin 



M 



f' r/a)C0S(N,2) = -(rj — rj)rf0, 
I d(x>cos{T,z) = {ri — rQ)dz, 

/»'•• I 

/ ré/wcos(N, — Tj) = -(r\ — rl)dzy 
- / r^/a)C08(T,T,) = — -(rj — rj )rfO. 

2° Supposons que la directrice curviligne soit une limite de la 
surface conoïde, qu'elle soit tracée sur un cône dont Taxe 
est Oz et Tangle de la section méridienne 2yo, et qu'elle coupe 
les génératrices du cône sous l'angle constant /o. 

On a 

ro— 3tang7o, Ow© 



coSYo 



lA dz 

d'où 

(a) î^ = à rfo 

' Z tangio 

et 
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en désignant par A la valeur de z pour = o, et posant 

Supposons qu'on limite d'autre part la surface à un cône dont 
l'ouverture est 27,. On a 

ro=2tangYo, ^1 = 2tangYi. 

En vertu de la formule (a) ou de 

on peut substituer, dans les formules (î>.)> ^ à la variable 0; et, 
en désignant par z' <,z" les limites de z correspondant à celles 
6', Q" de B pour une portion déterminée de Taire du conoïde, 
il vient 

Jd^Jr ^ cos(N, - T;) = 1 (tang« Yi - tang* yo)(2''^- 2''), 
-f"^^/^ S ^'''^'^' "^^ = ~ à ^^"^"^'"^^ "" ta"§'ïo)(3''3-2'3). 

3* Z>^ l'équilibre de la vrille. -— Nous donnerons au filet la 
forme de la surface ci-dessus. 
Soient 

Q un effort longitudinal exercé suivant zO sur la vrille; 

OU/ le moment par rapport à Oz du couple normal à Taxe, agis- 
sant sur la tête de l'outil, qui doit s'opposer strictement au 
glissement; 

p la réaction normale de la matière pénétrée, censée répartie 
uniformément sur la surface du filet; 
le coefficient de frottement correspondant. 

Il est évident que Q est la somme des deux premières des 
expressions (3) respectivement multipliées par/? eifp; que 
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OJb est, de même, la somme des deux autres multipliées de la 
même manière; on obtient ainsi, après avoir supprimé un 
facteur commun, 

^_ 2 BXtangYi+tangYo)— 2/(tang»Yt-HtangYitangYo-i-tang«Yo) 
Q ~ 9 tang Yi 4- tang Yo 4- 2 X/ 

Pour que la vrille ne puisse pas s'enfoncer sous la charge Q» 
sans faire intervenir un effort extérieur rotatif, il faut que 
^IL <; o ou que 

U) /■>— tangYi-f-tangYo 

^^ -^2 tang«Yi-i-tangYitangYo-+-tang«Yo' 

Ces considérations sont applicables au pieu à vis. Le sys- 
tème de pieux qui nous paraît avoir été le mieux étudié est 
celui qui a été construit en i865, pour THindoustan, dans les 
ateliers de M. Gouin. Dans ce type on a 

langYi = 0,682, tangYo = 0,261 
et 

z" 
i5= - = Ér7^X; 

z 

d*où 

X= 0,141. 

L'inégalité (4) devient par suite 

/>0,28. 

Pour le fer sur sable, /doit être supérieure 0,4 ; il paraît en 
être de même pour le fer sur Targile, car Morin a trouvé 
/= 0,42 pour le fer glissant sur le muschelkalk. Cette estima- 
tion suffit pour expliquer les excellents résultats auxquels a 
conduit l'emploi du pieu Mitchell. 

D'après la relation (6) on a, pour le type Gouin, 

io= 60° 49'. 



VII. 
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CHAPITRE VL 

MOUVEMENT D'UN SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE. 



% l. — Le corps n'est sollicité par aucune force extérieure, 

59. Préliminaires, — On sait (Poinsol) que Tellipsoïde 
d'inertie du corps, dont 0.r, Oj, Oz sont les directions des 
axes principaux, roule sur un plan fixe (P) perpendiculaire à 
l'axe du moment des quantités de mouvement. 

Il s'agit de déterminer la nature des courbes décrites par le 
point de contact ou pôle de rotation m sur Tellipsoïde {pal- 
hodie) et sur le plan fixe {herpolhodie)y c'est-à-dire d'un 
problème purement géométrique ou, si l'on veut, débarrassé 
de toute considération mécanique. 

Soient a > 6 > c les trois demi -axes de l'ellipsoïde d'iner- 
tie, dirigés respectivement suivant Ox, Oj, Oz; /]<« >c la 
distance 01 du point au plan (P). 

En exprimant que le plus grand des moments d'inertie prin- 
cipaux du corps est plus petit que la somme des deux autres, 
on a successivement 



et, par suite, 



(«) 



3< 


i-^i' 


c^> 




v> 


a^b^ 




<rt«-hZ>« 
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Les coordonnées du point de contact m satisfont aux équa- 
tions 

(A) { 

\ x'^ y^ 3» __ I 

( ô* "^ F "^ c* ~ V' 

60. De la polhodie, — Les ellipsoïdes représentés par les 
équations (A) se coupent suivant deux courbes symétriques 
par rapport au centre 0, ce qui s'explique en remarquant 
qu'il y a deux plans tels que (P) situés à la distance tî de l'ori- 
gine. Mais nous ne considérerons que celle de ces courbes 
qui est réellement décrite par le pôle de rotation. 

Si Ton retranche de la première des équations (A) la se- 
conde multipliée par yj^, on trouve la suivante 

(B) g(«2_^2)+'g(^2-^î)+^(c2-r,2)=o, 

qui représente le cône du second degré qui est décrit dans le 
corps par l'axe instantané de rotation, cône dont Tune des in- 
tersections avec Tellipsoïde est la polhodie. 

Des équations (A) on déduit pour celles des projections de 
celte courbe sur les trois plans coordonnés 



(C) 



a> 


— 


b^ 




ô* 




a^ 


— 


b^ 




a* 




a' 


: — 


c« 



a' — c* , _ ^* — '')' 






b^—c^ 



1' 




1'- 


t* 


Ti» 




71»- 


C» 



a^ ^ ^ b'^ -" ~ r{^ 

Les équations (C), (C) représentent deux ellipses et Téqua- 
lion (C) une hyperbole. Nous avons à examiner [les trois cas 
suivants : 

1" 73 > b. Les plans parallèles kyOz coupent le cône (B) 
suivant des ellipses homothétiques. Ce cône, considéré comme 
droit, est donc elliptique et a Ox pour axe de symétrie. 

La polhodie est symétrique par rapport aux plans yOXy 
zOx dans chacun desquels elle a un couple de sommets. 
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Le demi petit axe de l'ellipse (C"), dirigé suivant Ox^ est 






et Tautre demi petit axe 



7j y b^—c^'' 



il est facile de s'assurer que le premier est inférieur à a et que 
l'autre est supérieur à 6, de sorte que, comme on devait le 
prévoir, la projection de la polhodie sur le plan â?Oj^ n'est 
qu'un arc de l'ellipse considérée. 

Le demi-axe réel de l'hyperbole (C) coïncide avec Oa?, a 
pour valeur 



«2 / t)^— /j« 

7) V a»— ^2 



et est plus petit que le demi-axe correspondant de l'el- 
lipse (C^). 

2® Yî<B. On arrive aux mêmes résultats que ci-dessus, à 
celte différence près que Oz devient l'axe du cône elliptique 
et Taxe transverse de l'hyperbole. 

3<> 7} = b. Le cône (B) se réduit à deux plans, représentés 
par 



i --4- £! Aï^_^ 



qui passent par Ojet qui sont symétriques par rapport à^Oz. 
Ces plans établissent la transition entre les cônes ci-dessus, 
dont les axes sont respectivement 0.r et Oz. La polhodie est 
alors formée de deux moitiés d'ellipses dont l'axe commun dé- 
terminé par Oj est ib. Les carrés des coordonnées des som- 
mets situés dans le plan zOx s'obtiendront en faisant jr = o, 
yj = 6 dans les équations (C) et (G") et seront 

^_ a* &2 — c2 j_ ç* à^—b^ 

^ - b^ a^—c^-' ^ ■" M à^—c^' 

On a, par suite, pour le second demi-axe des ellipses. 
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Si l'ellipsoïde d'inertie est de révolution autour de O2, on a 
a = b, ei les équations (C), (C), (C) se réduisent aux deux 
suivantes : 



(D) 



' = — t / -^ -7 ' -2^* -^- J' = -; -^ ; • 



La polhodie est alors une circonférence dont le centre est 
situé sur l'axe Oz, et dont le plan est normal à cet axe; le 
cône décrit dans le corps par Taxe instantané est ainsi de ré- 
volution autour de l'axe précité. 

Proposons-nous maintenant de déterminer les coordonnées 
du pôle de rotation en fonction de son rayon r = Om. L'équa- 
tion 

(E) a72-+-j2-+-32= r«, 

jointe aux équations (A), donne 

en posant 

/ P ^' >o 

l ""(a2— ^2)(«2— 6-2) ^ ' 



b^ c* \ 

a* = ^2 -f- c* — > o, J 

^ f 

\ puisque Tj > c. 

(H) l p2=..24-a2_^>o, I 

vî = a* -f- ^2 ^ ^ o en vertu de l'inégalité ( a ). 

7)2 

On déduit des formules (H) 

^2 — a2 = (a2— c») f I jj ^o si T^lb, 
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Ainsi Ton a 

P>T>« siïj>^, 



(3') 

En se rapportant aux formules (F) et (G), on voit que ^^ ne 
sera positif qu'autant que r << (3; que x^, z^ ne seront positifs 
que pour des valeurs de r au moins égales à la plus grande 
des quantités a et y. On a ainsi 

/•^Y si r^>fc, 
r^a si 7) < ^. 

On déduit des formules (H) les relations suivantes : 

l 7^^ — a* = ^^-î -^- ~ =^ m\o si tj ^ D, 

En posant 

on a 

(P-) s/^ = /(V- a*)(T,^- ?*)(r,«- Y^) = =p A si^^^. 

La valeur de la fonction 

sera, d'après ce qui précède, constamment négative pour les 
valeurs admissibles de r. 

En comparant entre elles la somme des équations (F) à 
réquation (E), on obtient les relations suivantes : 

(Y) jP+Q + R = .. 

d'où 

(8) p(^î_a«) + Q(Y2-p2) = Y2. 
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- Nous désignerons par ds Tare élémentaire de la polhodie. 
On déduit des équations (F) 

dx^= — =- -, df^—:^ --y dz*= — ;; 

d'où 

rf.9î= rfx« + rfjî-f- rf3«= rî^r» ( — ?— -4- — ^ -+- -T^—^ 

et, en ayant égard à la première des relations (y), 

En raison de la forme de la fonction T, on est conduit à 
chercher à exprimer les coefficients qui entrent dans l'expres- 
sion de ds^ au moyen de n et des constantes a, p, y substi- 
tuées à a, b, c. 

Si, dans Fexpression 

B = P(p2H- Y») H- Q(y*-+- a*) + R(a* -i- p«), 

on remplace R par sa valeur déduite de la première des for- 
mules (y) et que l'on ait ensuite égard à la relation (à), on 
trouve 

(£) B = P(y*— a») -4- Q(y*- ?*) H- a«4- ?« = ««-+- P»-t- y'- 

£n substituant, dans l'expression 

C = PpJyS-H OY^a^^ Ra'pS 

la valeur de R déduite de la première des formules (y), et en- 
suite celle de P tirée de (ô), on obttenl pour résultat 

l C = Pp«(Y*-a2) + 0a»(Y'-p»)-Ha2pï 

( =Q(p«-a2)(p2— Y2)-+-a^p«H-p«Y'- 

Cherchons à faire disparaître a* et c* dans l'expression 

De la troisième des équations (H) on tire 
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d'où 

«^-^'= ^;r=rôi ' 

on a, de même, 

7)» — 0^ 

Il vient ainsi 



En éliminant c* entre les deux premières des équations (H), 
on trouve 

d'où, en ayant égard à la valeur (yj), 

(K) ^ =v[-.-^ ^^-^-';;;l7---'^' ] 

En portant cette valeur dans l'expression ci-dessus de Q, on 
trouve 

L'équation (K) donne 



en prenant le signe — ou le signe -h, selon que ri^b. 

Dans le calcul suivant, il ne faudra pas perdre de vue que 
Yî2_-(32 est négatif. 

En remplaçant -/i'— b^ par sa valeur déduite de (L), la for- 
mule (0) devient 

et enfin, en remplaçant 6* par sa valeur fournie par (L) et 
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ayant égard à (|3"), 
Q(?'-«')(?'-ï') 

= (l'-P')V±2'i /(V-«*)(l'-P*)(V-T^ + ('i'-«')(l'-Y') 
= ar,»-V(«»+p«+Y»)-i^. 

La formule (Ç) devient alors 

En ayant égard à cette valeur et à la valeur (e), la for- 
mule ( J) prend la forme définitive 



ds^ '"''' 



(0 



dr^ r 



6J. Équation différentielle de rherpolhodie. — Nous 
rapporterons la courbe à Torigine polaire I, pied de la perpen- 
diculaire abaissée du point sur le plan directeur (P). 

Soient p = I/w le rayon vecteur du point /w et 9 l'angle qu'il 
forme avec une droite fixe 1^ partant de I tracée dans le 
plan(P). On a 

(F) pî = ;.2_r,«. 

Avant d'aller plus loin, nous rappellerons que, lorsque l'el- 
lipsoïde d'inertie est de révolution ou que a = 6, on a trouvé 
que la polhodie est un cercle dont Oz est Taxe. Le rayon r 
étant constant et égal à p, il en est de même de p; par suite, 
rherpolhodie est aussi un cercle. D'où il suit que le mouvement 
du corps est défini par le roulement d'un cône de révolution 
sur un cône fixe également de révolution. 

Revenons aux généralités. Le rayon vecteur p atteint, en 
même temps que r, ses maxima et minima; d'où il suit que 
rherpolhodie est comprise entre deux circonférences aux- 
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quelles elle est tangente , dont l'extérieure a pour rayon 
v'(32 — ^2 et l'autre 

/t*— ^i^ si ï) > ^>, 

/a* — Tj2 si r^ < h. 

Il résulte du roulement de la polhodie sur Therpolbodie 
que les éléments correspondants de ces courbes sont égaux 
et que Ton a 

ou, en vertu de la formule (P), 

d^^^~^—^^^p^d^\ 

ou encore, en se reportant à la valeur (i) et ayant égard à la 
valeur (1), 

Mais, si dans l'expression 

on remplace — par sa valeur fournie par (P"^), on trouve la 

somme des termes indépendants de r du second facteur de 
l'expression précédente. 
On a donc 

12 

> 



?*''?' = - (7."^ [^'•'-''('''-,7)]' 



OU encore 



On devra, dans chaque cas, choisir celui des deux signes 
qui rend rf^ positif. 

Arrêtons-nous un instant au cas singulier de 6 = /}, dans 
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lequel on a a = y = ri, A = o, et 
en posant 

L*équalion (?.) devient 

d^ = r, ^ ^ 



=^---p/p§-p* 

En posant p = po sin w et désignant par G une constante, on^ 

trouve 

u ^"9 

tang- =Ge^. . 
2 

Mais, si Ton fait coïncider I^ avec la direction de po, on a 

t/ = - pour 9 = 0; par suite, G = i , et alors 

_ 2po 






équation qui représente une courbe symétrique par rapport à 
Ix, qui est formée de deux spirales dont I est un point asym- 
ptotique commun. Selon sa position initiale, le pôle m pas- 
sera ou non par le point maximum de la courbe; quoi qu'il 
en soit, il ne décrira réellement qu'une seule des spirales 
pour arriver au point I, mais au bout d'un temps infini, comme 
on le démontre par d'autres considérations que les précé- 
dentes (*). 

Revenons aux généralités. Nous conviendrons de faire pas- 
ser l'axe Ix par un point minimum; dp sera positif entre ce 
point et le point maximum suivant, étendue qu'il nous suffira 
de considérer. Nous avons deux cas à étudier. 

i<* 7} > 6. Ici A est négatif; mais, en exprimant que le mini- 
mum 73 (y^— yj^) de yjp^ est supérieur à ^ ou que 

T,^ï(^2__ ^1)2 > (^2_ a'-)(V- ?^) (V- T*), 

ou encore 

^2(^2_a2)>p2(^2_a2) 

(») Tome I, n» 109. 
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OU enfin, en vertu des valeurs (P), ((3"), (H), 



(r,2_a«)(v- 7)<o, 



ce qui a lieu. 11 faudra donc prendre le signe supérieur du dé- 
nominateur de l'expression (2). 

2« n <; b. Comme A > o, il faut également prendre le signe 
supérieur du dénominateur. 

On aura donc sans restriction 

62. Rayon de courbure de Vherpolhodie, — Soient U 
Tangle formé par la tangente avec le rayon vecteur; R le rayon 
de courbure ; nous avons 

(4) T = (pî+m)(p2-^/i)(p2+;,), 

(5) tangU=e^|? = -^(.p^^A), 

et, en observant que ds = — ^^^, 
^ cos U 

I do -h du I .- ...rftangU 

RcosU dp p ° dp 

ou 

= - tangU (i -h tang«U) -' ^— - 



Rcos^U P "" "" dp 

Si Ton remarque que 

dp a dp 

= p(-T)«[(pî + m)(p«-4-«) + (p2-+-/2)(pî-h/))4-(p2 + />)(p«-+-/70l, 
réquation (5) donne 

dtan^U 



dp 



(-T)5( ^ ' /L+(p»+p)(p. + ;„)J) 
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et Ton a, par suite, 



-hp2 — 27iT-+- 



(^P'-^-^j ^-(p'+'^Xp'+p) 

V'^ W/ + pH -^(p^-t-/0(p^-^/>) -4-(vîp»+4) 



-2r,p2T; 

d'où, en développant et ayant égard à la formule (P'^) qui 
donne mnp, puis divisant par pS 

mais on a 



mn -j- np -h pm = — ( 3 yj* — à^— lA — c^)^ 



par suite, 



3 



^ s ^ =7)2n2r_2«ï6«c2-+-T32(«262-H^2c2+6-2/ï2)] 

p3 Rcos'U "^ "^ ' ^ ^^ 

i = _ ^2p2[a2^,î(cï— rjî) H- c2a2(^2— T.2) — ^j^c^r^î ] 

( -+- A(a2i>2+^>2c2-+-c2a2). 

L'expression 



tTr! = [_r.(,,.A)-] 



ne peut pas s'annuler, puisqu'on a vu plus haut que l'expres- 
sion yjp^ -h ~ reste positive, quelle que soit la valeur admissible 
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de p, et que T est négatif; donc R ne peut être nul et, par 
suite, la courbe n'a pas de points de rebroussemenl. La même 
expression ne pouvant pas devenir infinie, les points d'in- 
flexion , s'il en existe, seront obtenus en égalant à zéro le 
second membre de Téquation (6). Nous avons, à ce sujet, 
deux cas à distinguer : 

i** yj > h. Le coefficient de — ri^p^y dans l'équation (6), et A 
étant négatifs, il y a une valeur positive de p^ qui annule le 
second membre de cette équation, et cette valeur est 



il) 



T^2[a2/,2(7j2__ c2) -+- c2a2(^2_ ^t) ^ b^c^r{^\ 



Mais, en exprimant que cette valeur est inférieure à son 
minimum 

on trouve 

ce qui est la condition que doit remplir l'ellipsoïde d'inertie. 

Donc la valeur ci-dessus de p^ n'est pas admissible et l'her- 
polhodie n'a pas de points d'inflexion. 

2*» 73 < h. Si 

^ = a«^2-i-//2c2^_c2a2' 

il n'y a pas non plus de points d'inflexion, puisque A>o et 
que le coefficient de — n^^^ dans l'équation (6) est négatif 
ou nul. 

Supposons maintenant que 

la valeur (7), mise sous la forme 

2 ^ { a^-r,^){b^—r^^)W—c^){a^b^-^b^c^-^c^a'i) 
^ 7)«[2a«è2c2— 7)2(û5î^î_l_^jcî_^c«a«;] ' 

ne peut pas être supérieure au minimum de p^, c'est-à-dire à 

" 1 - ^t 
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car, s'il en étail autrement, on trouverait 

Donc, en résumé, Therpolbodie n'a ni points de rebrousse- 
ment ni points d'inflexion. Ce n'est donc point une ligne si- 
nueuse, comme l'indique le nom qui lui a été donné par 
Poinsot. 

63. Mode de génération de Vherpolhodie ( * )• — Soient 

0^, Oj, Oz les trois axes d'inertie principaux du corps; 

A > B > C les moments d'inertie correspondants; 

72,/?, q les composantes suivant 0^, Oj, Oz de la rotation 

instantanée ûq; 
/?, k les constantes qui représentent la force vive et le moment 

des quantités de mouvement; 
OX, OY, OZ trois axes rectangulaires fixes, dont le dernier est 

l'axe du moment des quantités de mouvement; 
OA la trace du plan mobile ^Oj sur le planXOY, faisant avec 

OX, 0^ les angles 9 et ^^ ; 

^=rZOz; 

OB, OC les perpendiculaires à OA dans les plans .rOj, XO.Y. 

On a les équations connues (2) 



^'^ ( A2//2H-B2/>2+C2^2:^A», 

(-2) Bj-H(A-C)//g = o 

et les inégalités 

(3) A// — A-2>o, G/i — /c»<o. 

La quantité /r^ — BA peut être positive, nulle ou négative. 
Si l'on pose 

A//-A» , A:2 — G// 

(4) P^=«7n^R^' P^^- 



B(A-B)' ^*~B(B-G)' 



(*) Dû à M. Pinczon lorsque, en 1887, il était élève de l'École Polytech- 



nique. 
(«) Voir le Tome I, n» 107. 
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les équations (1) donnent 



(5) 



et l'équation (2) 



, B(B — C), , ,, 
, B(A-B), , 



(5) ^'--V(A-B)(B-C)/(^5_p2)(^2_^)' 

on voit ainsi que/?^ est compris entre /?„ et/??. 
Nous avons aussi les relations connues : 



An 


= — k sinôsini];, 


hp 


= Asinôcosi}/, 




cos6 = TT-y 


rfcp 


A^n^-^Bp^ 


dt 


~ A*//^-tB2DÎ 



(7) 



La rotation instantanée w donne les composantes 

n cos^ -hp sini}' suivant OA, 
— /i sin i}* H- /> cos il » OB. 

La considération de celte dernière conduit immédiatement à la 
composante 

(— /i sin 4^ -H /? cos <{/ ) cos 6 — ^ sin sui vant OC . 

Si Ton désigne par a Tangle formé avec OA, par la projec- 
tion de w sur XOY, on a, par ce qui précède, 

(— /< sin^p -+- /? cos<t) cos6 — <? sin6 

tangd = ^^ -^ — '—. — ^-^ — i ^ . 

/i cos4' -Hp sm4' 

En multipliant les deux termes de la fraction par sin0 et 
ayant égard aux deux premières des équations (7), on trouve 

_ (Xn^-^Bp^) cose — kg(i — cos»e) 
^^^'^~ w/?(B — A) 

OU, en remplaçant cos0 par sa valeur (7), 

k^—C/i a 

tanga=. y— — X. 

a:(A — B) np 
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Si maintenant on substitue k n^q leurs valeurs (5), on obtient 



Soient nnainlenant 

r le rayon de Tellipsoïde d'inertie déterminé par la direction 

de la rotation instantanée &); 
7j la hauteur au-dessus du plan XOY du plan sur lequel roule 

cet ellipsoïde ; 
p la projection de r sur XOY ou le rayon vecteur de Therpol- 

hodie. 

On a 

r = -— j 
(9) { V (Pomsot.) 

et 

En retranchant la seconde des équations (i)de la première, 
multipliée par A -4- G, on trouve 

et, en substituant cette valeur dans la formule (lo), on obtient 
. X , (A — B)(B-C), , 

en posant 

^'^^ ^^~ 7c2(A-B)(B-G) '« 

On remarquera que 

{li) \Po-Pî- AîB(A-B)(B-C) ' 

f t _ 1 _ A(A'— C/QCA'— B//) 
\ /»! /»»- A2B(A — B)(B-C)" 
VII. i3 
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En éliminant p^ entre les équations (8) et (i i), on obtien- 
drait Téquation polaire de la polhodie rapportée à Taxe OA; 
mais il est plus commode de conserver la variable auxiliaire p 
pour la discussion dans laquelle on a à considérer les trois cas 
suivants : 

jo ^2-_ B/z> o. Les équations (i3) montrent que 

P\ >Poy Pi >- „ï » 

par suite, /?2^/?5 et/? oscillera entre — /?o et /?o : 

Pour /? = o, on a (t = 90**, et p est maximum. 
» p = pq^ j) (j = 0, » p est minimum. 

Il suit de là que la courbe rapportée à OA est un ovale sy- 
métrique par rapport à OA et que la polhodie est cet ovale 
tournant autour de Forigine toujours dans le même sens, 

avec la vitesse angulaire -—' 

20 A-2 — B/i — o. Alors 

Ar = ^/,, pi==pi=,p2^^^^ 



I , /A(B — C)// 



.^ (A-B)(B-G)(//-Bj.») 
' " ABC// 

Pour p = 0, on a d = 90% et p est maximum. 



« // ^ , . /a(B— G) ) qui donne le maximum 

» P>=g, ona iang. = ^^.^^— ^p de ., et p est nul. 

Il résulte de là que la courbe rapportée OA est à peu près 
semblable à la lemniscate. 

3® /f2_ B/^ <^ o. Les équations montrent que 



1 ^Poi Pi ^ n^y 



,2 <Pl 



et p oscillera entre — /?i et/?i : 

Pour /? = o, T — 90°, et p est maximum ; 
)) p = pi^ cr — 90", et p est minimum. 
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Il suit de là que la courbe se compose de deux ovales symé- 
iriquemenl situés par rapport à OA et ayant OC pour axe de 
symétrie. 

64.. Théorème de Chastes, — En conservant les notations 
du numéro qui précède, désignons par a^ une constante et 
considérons Tellipsoïde 

^î r* s' 

Si X, j, z sont les coordonnées de Tintersection m de Taxe 
du moment A* des quantités de mouvement avec l'ellipsoïde et 
r le rayon 0/w, on a 

kn Bp C<7 

en substituant les valeurs dans l'équation ci-dessus et en se 
rappelant que A /i^ -h B/?^ -i- C 92 ~ ji^ on trouve 

Oik 

r = - " . 

s/h 

Donc le point m décrit l'intersection de l'ellipsoïde mobile avec 
une sphère. En supposant «1=^/2, l'ellipsoïde est celui de Mac- 
Cullagh. 



§ II. — Du mouvement d'une toupie sur un ptan mobite. 

65. Soient 

OX', OY', OZ' trois axes rectangulaires fixes, dont le troisième 
est censé dirigé en sens inverse de la pesanteur; 

X',, Y\y Z'i les coordonnées, par rapport à ces axes, du centre 
de gravité G de la toupie dont la masse est M; 

(i) X'cosX-f- Y'cos(jL-i-Z'cos|jL = Ç 

l'équation du plan mobile dans laquelle 1, p., v, Ç sont des 
fonctions données du temps ; 
N la réaction normale de ce plan sur la pointe K de la toupie; 



igô HUITIÈME PARTIE. — CHAPITRE VI. 

GX, GY, GZ les axes parallèles à OX', OY', OZ' menés par le 
centre de gravité G ; 

/=GK; 

Gz Taxe de révolution de la toupie pour lequel le moment 
d'inertie est C; 

G^, Gj deux des autres axes d'inertie principaux rectangu- 
laires dont la position est déterminée dans le corps et pour 
lesquels le moment d'inertie est A ; 

/i, p, q les composantes de la rotation instantanée autour de G, 
suivant G^, Gj, G^; 

G A Tintersection des plans ^Gj, XGY; 

GB, GC ses perpendiculaires dans ces plans, comprises évi- 
demment dans le plan ZGz ; 

(p = AGX, ^'=^xG[\y = zGZ. 

Nous avons d'abord 

__ û?*X', . -. ^ 
M , ^ = NcosA, 

(2) { ^~dt^ =NC0S{1, 

[m^^^'^ =Ncosv-M^. 

Il faut maintenant exprimer que la pointe K reste sur le plan 
représenté par l'équation (i) et, en premier lieu, déterminer 
les coordonnées X, Y, Z de ce point en fonction de 9, 4'» ^• 

En remarquant que les projections de KG sur GZ et GC sont 
respectivement 



{a) 


Z= — /cosS, 




/ sin6, 


nous aurons 




(«') 


J X = — /sinÔ sincp, 
1 Y = /sinOcoscp. 



Nous avons donc, pour les coordonnées du point K suivant 
OX', OY', OZ', 

X' = — /sine sincp-f- X;, 

Y'= /sinecos(p-+-Y'i, 
Z'= -/cos6h-Z'i, 
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et, en substituant ces valeurs dans Téquation (i), on trouve 
X j cos X -h Y'i cos |Ji •+- Z'i cos V 



(3) 

^ •■/(— sinôsincpcosX-hsinôcosçcosfJL — cos6cosv) = Ç. 

Si Ton élimine N entre les équations (2), on obtiendra deux 
équations qui, jointes à (3), permettront de déterminer X', 
Y', Z' au moyen de "k, /x, v, Ç et des fonctions inconnues du 
temps 9, ^f 9, 

£n désignant par Nx, N^, Nz les composantes de N suivant 
Gx, Gj, Gz, nous avons, pour les équations du mouvement 
de la toupie autour de son centre de gravité, 

A J'+(C-A);>^ = /N^, 

(4) ( B^^^+(A-C)/I7=-/N:r, 

G ^ = o, c'est-à-dire que q est constant. 
Des deux premières des relations connues (* ) 
n = -j-cos^— -J- sinô sintp, 
/? = ^ sinil + -^ sin6 cos<^, 



on déduit 
(6) 



1 sinô -^ =/?cos<}/ — /isin^*, 
f -j- =/?sm4' H-zicosy. 



11 s'agit maintenant de déterminer N^, N^, N^ en fonction 
de 9, 9, ^, h a, v. Les composantes NcosX, Ncosfx donnent 
les suivantes : 

N( cosXcos©-4-cosfx sincp) suivant GA, 
N( — cosX sin<p-hcos|Jicoscp) » GC, 

(») Tome I, page 35. 
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d'où 

N(— cosXsinç -Hco8|Jicoscp)cos6 suivant GB, 

— N(— cosXsincp-f-cosfJtcoscp) sinO » G^, 

La composante Ncosv donne aussi 

Ncosvsinô suivant GB, 
NcosvcosB M Gz. 

Si donc nous posons 

j p =(cosXsinçp — cosfxcos«p)cos6 — cosvsinô, 
' I Q = cosXcostp-i- cosfxsincp, 

nous aurons, pour les composantes de N, 

NQ suivant GA, 
— NP » GB; 

d'où 

IN2= N[(cosXsin(p — cosfxcosç)sinô-f- cosvcosô], 
Na:=N(Psin4/-HQco8 4^), 
Nj. = NCQsini]; — P cos^]^). 

Les deux premières des équations (4) deviennent, par 
suite, 



(4') 



A^' -+-(C — X)pq= /N(Q8ini];-Pcos4/), 
A ^ -h ( A - C) /?^ = - /N(P sin^ + Q cos^]; ). 



Les équations (2), (3), (5), (4') permettront de déterminer 
en fonction du temps les inconnues X'i, Y\,Z\, n,p, 9, 4'» ^, N; 
mais, comme les intégrations ne peuvent pas s'effectuer, on 
doit se borner à calculer des valeurs approchées de ces incon- 
nues, en restreignant le problème général au moyen de cer- 
taines hypothèses que l'on fera connaître à mesure qu'elles 
deviendront nécessaires. 

Première hypothèse, — Nous supposerons que la rotation 
q est très grande, que les angles X y-, v varient assez lente- 
ment pour qu'on puisse les considérer comme constants pour 
un certain nombre de révolutions du corps autour de Oz, et 
enfin que 9, 0, N varient aussi très lentement, ce qui exigera 



(9) 
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que certaines conditions, que Ton établira a posteriori^ soient 
remplies. 

En négligeant en conséquence le second terme de la troi- 
sième des équations (5) et mesurant le temps à partir de 
4^ = 0, nous aurons 

et les équations (4') deviendront 

(in 
A -j H-(G — A)/>^ = — /N(Qsin^^-i-Pcos^O» 

A -^ -f- ( A — G) /2^ = /N(P sin^r — Q cos^/) ; 

d'où, en considérant N, P et Q comme constantes et désignant 
par a et p deux constantes arbitraires, 

. A — G ^ o A-G /N ,„ . 

n — OL sin — - — qt-\- 3cos — ~ — î' — p- (Psm^r — Qcosgf), 

A — G . A-G /N ,„ ,, . , 

/? = acos —- T— q^—? sin — - — qt— ç- (Pcos^f-hQ sin^f). 

Si l'on désigne par No, Po, Qo les valeurs initiales de N, P, Q, 
pour lesquelles /z = o, /? = o, ces expressions prennent la 
forme suivante : 

1 n = 7^ No(Po sin ' y^— QqCos — - — ^f j— N(Psin^f — QcosçO L 

//? = p- NofPoCOS "~ qt-h{iQ sin ~ 7/ j — N(Pcos7r-t-Qsin^r) . 

et, en les substituant dans les équations (6), on trouve, en se 
rappelant que ij^ = — ^/, 






dt 



(] 

Si le rapport -r n'est pas très petit, il faut, pour que 6 et <p 

varient lentement, ainsi qu'on Ta supposé a priori, que 
Po=z o, Qo= o; c'est ce qui aura lieu si, à l'origine du temps. 



.,..J. 


/NP 


cm 
dt " 


/NQ 
C7 
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Gz coïncide avec la normale au plan mobile, comme cela ré- 
sulte de la deuxième et de la troisième des équations (8) en y 
supposant Nx= o, Nj= o, 4» = o. 
Les équations (10) se réduisent alors aux suivantes : 



(10') 



Deuxième hypothèse, ^ On supposera que : i® 9 reste assez 
petit pour que l'on puisse prendre cos^= i; 2** le plan mo- 
bile reste assez peu incliné sur le plan horizontal pour qu'on 
puisse aussi poser cosv = i et négliger les carrés de cosA, 
cos/ji, leur produit entre eux et parsin0; Téquation (3) de- 
vient alors 

Z'i = / H- Ç — X', cosX — Y'i cosv ; 

d'ailleurs, Ç est l'ordonnée de l'intersection du plan mobile 
avec OZ' ou, si Ton veut, le déplacement iranslatoire vertical 
de ce plan. Si donc les oscillations verticales sont très petites, 

il en sera de même de —rj^^ et, d'après la troisième des équa- 
tions (2), on aura, aux termes du premier ordre près, 

comme P et Q sont de cet ordre, on pourra introduire celte 
valeur de N dans les équalions (10'), qui deviendront 

dt ~~ Cq ' 

ou, en remplaçant PetQ par leurs valeurs (7), 

Isin6-~ = -jv-^(sin6 — sin X sin cp -f- cos ji cos cp), 
d^ l^S. . . V 

-j- — Yr-^(cosAcoscp-hcosfJtsmcp). 

Les deux premières des équations (2) se réduisent aux suî- 
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vantes 

qui feront connaître \\ et \\ . 
Soient 

c = COS2GX, c' =. COS2GV, 

à l'inspection des formules {a'), on voit que 
(b) c = sin6sincp, r'= — sinô coscp; 

d'où 

de . rf6 . . do 

'j = 810 9 -7- -+-8in6co8 9 ,^> 
dt ^ dt ^ dt 



de' r/e ... rfcp 

— zn— coscp — -h sin8 sincp-ji . 



Si l'on porte les valeurs (lo") dans ces formules, on trouve 

de 

(II) 



.-me = /wcos[Ji, 



de ^ 

— ; me = — m ces A ; 

dt ' 

en posant 

Ces équations ont pour intégrales 

f c = Co cosmt — Cq smmt 

■ w cos mt I (cos (JL cos mt — cos X sin mt ) rf/ 



(i3) 



m sin mt I ( cos X cos mf 4- cos (i sin mt)dt, 



^0 

c'= c'o cos/n/ 4- Co sin/wr 



— m cos /nf 1 (cos X cos w/ 4- cos (i sin m/ ) dt 
4- m sinwf 1 (cos(jLCOSwr — cosXsinwf) rf/. 
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Les constantes Co, c^ seront nulles si B est nul pour ^ = o, 
c'esl-à-dire si, à Tinstant initial, Taxe de révolution, qui déjà 
coïncide avec la normale au plan mobile, est de plus vertical, 
comme on le supposera. 

Comme /w est très petit en raison de la grande valeur ad- 
mise pour q, Tangle Q=^\/c'-\-c^ restera très petit. 

Il résulte de là que, si la toupie est terminée à sa partie supé- 
rieure par une face plane normale à Taxe de révolution et si à 
Tinstant initial cette face est horizontale, elle conservera son 
horizontalité pendant toute la durée du mouvement. C'est en 
partant de ce principe qu'on a cherché à créer, sur les navires, 
un horizon artifîciel indépendant du roulis et du tangage. 

Les équations {b) donnent 

tangcp = ^ 
et la troisième des équations (5) 

^ == — qt -h ^ — ^Q. 

Les deux autres des équations précitées feront connaître n 
et p. 

En raison de la petitesse de m, on peut considér sïn mt et 
cos/w/comme constants dans les intégrales des formules (i3); 
car, en intégrant par partie, on a, par exemple, 

j cos'k cosmt dt = cosmt 1 cosX dt -+- msïnmt 1 j cos'k dt^ -i- . . . j 

et si les variations de cosX, quoique très lentes par rapport à 
la rotation du mobile, sont cependant très rapides par rapport 
à celles de sïnmù, cosmt, celte série sera rapidement conver- 
gente et pourra se réduire à son premier terme; ce qui revien- 
dra à considérer cos/Tî/comme constant dans l'intégrale 



> 



' cosX cosmt dt. 
En supposant nuls Co, c'^ et ayant égard aux valeurs (6), les 
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équations (i3) deviennent 



04) 



l sin6sin^= -^ 1 cos [idt^ 
I 8in6cos© = — 7^ / cosArf/; 



. ,, dX.\ dY . ^ . , . , ,^ 

mais, SI 1 on a ~-r^ — o, -^~ = o pour ^-i: o, les équations {i) 

donnent 

dY\ r' 

-dr=^X "'"^ ' 

et l'on a, par suite, 

dY\ 

Il résulte de là que la droite symétrique de GA par rapport 
à GX est constamment parallèle à la tangente à la projection 
horizontale du lieu du centre de gravité. 

Si Ton désigne par W la composante horizontale de la vitesse 
du centre de gravité, les équations (i4) donnent 

sin6=JMw. 

Tout ce qui précède suppose que la rotation q est très 
grande Mais le frottement de la pointe sur le plan mobile et la 
résistance de l'air réduiront constamment cette rotation, Taxe 
Gz s'écartera de plus en plus de la verticale et la toupie finira 
par tomber sur le plan mobile. 
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CHAPITRE VIL 

DU CHOC DES CORPS SOLIDES. 



66. Lorsque deux corps solides naturels, en mouvement 
relatif, ayant pour niasses M, M' (libres ou assujettis à des 
liaisons, telles qu'un point fixe ou un axe fixe), viennent à se 
rencontrer, il se produit un eflfet mécanique qui a reçu le nom 
de choc. 

Dans la région de leur contact, les corps se déforment mu- 
tuellement et graduellement et finissent par se séparer, à moins 
qu'ils ne viennent constituer entre eux un nouveau solide. 

Comme nous admettrons qu'il n'y a pas de rupture, les va- 
riations relatives des distances intermoléculaires seront très 
petites; par suite, les déformations seront aussi très petites. 

La durée du choc, variable avec les circonstances dans les- 
quelles il se produit, ne paraît pas devoir atteindre yôô ^® se- 
conde. 

Pendant cette courte durée, les molécules peuvent être con- 
sidérées géométriquement comme immobiles. 

Cependant, du commencement à la fin du choc, les vitesses 
des molécules ont notablement changé en général en gran- 
deur et en direction. 

Ces changements brusques de vitesse sont dus aux forces 
moléculaires développées entre les deux corps, dans les ré- 
gions du contact, forces qui peuvent atteindre une grande 
énergie. 

On doit donc concevoir que la durée du choc se divise en 
trois périodes : 

1* Les corps se dépriment mutuellement et graduellement 
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jusqu'à rinstanl où ils alteignenl leur plus grande déforma- 
lion. 

2° Celle déformalion maximum se mainiienl pendani un 
temps exirêmement court, infiniment petit si Ton veut. Pen- 
dant ce temps, chacun des corps constitue rigoureusement un 
système invariable, et les composantes normales des vitesses 
des points de contact, de l'un et l'autre corps, sont égales. 
Dans son mouvement relatif par rapport à M', le corps M pi- 
vote en quelque sorte sur M' avec un glissement latéral qui 
donne lieu à un frottement dont on fera abstraction dans ce 
qui suit. 

3° A partir de la fin de la seconde période, les corps ten- 
dent à reprendre leur forme primitive, de laquelle ils s'éloi- 
gnent plus ou moins au moment où le choc cesse. 

Dans la première période, il se produit un travail molécu- 
laire négatif dû au rapprochement des molécules de M, M', 
dans la région du contact. 

De la deuxième à la fin de la troisième, la détente des res- 
sorts moléculaires restitue une partie du travail perdu dans la 
première. 

67. Éi^aluation du trai^atl perdu dans la première partie 
du choc. — Soient 

vq la vitesse de la molécule m de M au commencement du 
choc, pris pour origine de t; 

V la vitesse de cette molécule à l'instant t de la première pé- 
riode; 

N la réaction normale de M' sur M en un point quelconque du 
contact ; 

Ox, 0,r» Oz trois axes rectangulaires fixes; 

àx-^àf-^-àz un déplacement virtuel de m compatible avec 
les liaisons du corps M considéré comme invariable; 

an le déplacement du point d'application de la réaction N de 
M' sur M, projeté sur sa direction. 

Nous avons donc pour M 
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Si le corps M est libre, les d s'exprimeront au moyen des 
coordonnées et de six déplacements arbitraires, savoir trois 
translaloires et trois giratoires; mais, comme on Ta fait remar- 
quer plus haut, les coordonnées doivent être considérées 
comme invariables pendant le choc, d'où il suit que les d 
peuvent être regardés comme constants. Il en serait de même 
si M était assujetti à se mouvoir autour d'un point fixe ou d'un 
axe fixe ; car, dans le premier cas, les S s'exprimeront a u moyen 
de trois rotations arbitraires, et le second au moyen d'une 
seule rotation. Donc, quoi qu'il en soit, on peut intégrer 
l'équation ci-dessus en considérant les è comme constants, 
ce qui donne 

2m[(p.t. — ^ox)^J^-^i^y— ^oy)V'-^(^z — Vqz) ^z] =" Sont ^n j Ndt. 

Supposons maintenant que t se rapporte à la fin de la pre- 
mière période du choc ; comme le mouvement réel du corps 
pendant la seconde période est compatible avec les liaisons, 
s'il en existe, on peut prendre 

&r = p^ dt^ ^j:= Çy dt, 03 = v^ dt, 
et alors l'équation ci-dessus devient 

dt I,m{i>^ — Vx Vqo: — ^y^Qy — ^z ^'os ) = ^^sm 3/1 / N dt. 

Nous aurons une équation semblable pour M'; mais, comme 
5ai = — ô/i', en ajoutant les deux équations, nous trouverons 

O = 2w((''— Vx^Qx— Vy^Qy— ^'z^02)> 

le signe 2 s'étendant maintenant à l'ensemble des molécules 
de M et M'. 

Soit 

F = 2m((^2 - p! ) = lLm{vl - vl^ 4- v] - vly-\- vl — pJ, ) 

l'accroissement de la force vive des deux corps de la fin de la 
première au commencement de la première période du choc. 
En retranchant de cette expression le double de l'équation 
précédente, on trouve 
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Donc : 

Im perte de force vwe éprouvée par r ensemble des deux 
corps y à la fin de la première période, est égale à la force 
vive due aux vitesses perdues, (Théorème de Carnot. ) 

Si Ton désigne par w la vitesse perdue par m, et par ^i la 
valeur absolue du travail moléculaire absorbé dans la pre- 
mière période, on a 

2 

68. Demi-accroissement de la force vive après le choc. — 
Soient cs la vitesse de la molécule m après le choc; (E3 le 
travail moléculaire restitué dans la troisième période, on a 

Avant de discuter cette équation, nous allons considérer 
les deux cas extrêmes suivants qui, envisagés chacun à un 
point de vue absolu, n'ont qu'un caractère hypothétique. 

i® Les corps choquants sont complètement dénués d'élan- 
ticité. — C'est à peu près le cas de deux masses de plomb, 
d'argile peu humectée, etc. Ici le choc s'arrête à la fin de la 
première période et l'on a 

^ 5. 33 _ ^ 2 w(v*. 

2 2 

2*> Les corps sont parfaitement élastiques. — Les corps 
reviennent exactement à leur forme primitive après le choc : 
ce qui se rapproche du cas de deux billes d'ivoire, d'une bille et 
d'une table de marbre, etc. Le travail moléculaire développé 
dans le choc étant nul, on a 

'■ = o. 

2 

Revenons maintenant à la réalité ou aux corps semi-élas- 
tiques. Il paraîtrait naturel de poser 

V étant une fraction dépendant de la nature des corps cho- 
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quants et peut-être de leur forme dans les environs de la 
zone de contact; alors on aurait 

( a ) 2 m^l — 2 wpj = — jx 2 mfv», 

en posant 

I — V = jx ; 

mais on admet que la perte de force vive après le choc est 
proportionnelle à la force vive due aux vitesses perdues w^, et 
Ton pose en conséquence 

e étant un coefficient spécifique de même nature que |ut. 

Cette dernière équation s'applique aussi aux deux cas ex- 
trêmes ci-dessus, en y faisant respectivement e = i et g = o. 
Nous ferons remarquer plus loin que les deux hypothèses 
que nous venons d'énoncer conduisent à des résultats de la 
même forme dans la question du choc de deux corps libres. 

69. Mouvement que prennent deux corps choquants 
libres après le choc. — Considérons d'abord le corps M, et 
soient 

A \q point de choc ou le point de la surface par lequel passe 
la résultante N des réactions, variables avec t, de M' aux 
différents points de la zone de contact avec M; 

AX la direction de N; 

AY, AZ deux axes rectangulaires perpendiculaires à AX; 

Xi , Y4 , Zi les coordonnées du centre de gravité G de M : 

Gxy Gj, Gz les parallèles en G à AX, AY, AZ; 

et avant le choc : 

Vo, Wo les vitesses de Gel A, estimées suivant AX ; 

no, pof qo les composantes de la rotation instantanée de M 

suivant Gx, Gj, Gz; 
Po le moment des quantités de mouvement giratoire autour 

de G; 
Jo la force vive correspondante; 
Ma^=lm(x^-i-z^),Mb^'=lm(z^-hx-^),Mc^=lm{x^-¥-r^) 

les moments d'inertie de M par rapport à Gx, Gx, Gz; 
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Imxz = Mixf 2mzj? = M7), 2/7î.rj=iMÇ des quantités que 
Ton sait calculer. 

Nous supprimerons l'indice o pour les quantités qui se rap- 
portent à la fin du choc, et nous affecterons de Tindice x, par 
exemple, la projection d'une longueur sur Taxe AX. 

Nous avons ( * ) 

( ?:, = U{qc''-'nr, - pi\ Po:: = . . . 

et 

(B) J =/îPx + />Py-+-5'P:;, Jo =-.... 

La vitesse du centre de gravité G, estimée dans le plan 
YAZ, restant constante en grandeur et en direction pendant 
la durée du choc, n'intervient pas dans les équations du mou- 
vement, et Ton peut en faire abstraction, ce qui revient à con- 
sidérer Vo et V comme étant parallèles à AX. 

Nous avons 

(i) W = \-pZi-i-qYu Wo = ... 

et, pour l'équation du mouvement de translation, 

(2) M(V-Vo)=/Nrf/. 

Les équations du corps autour de son centre de gravité 
sont les suivantes : 

P^-Po^ = M[6H/^-/?o)~x(7-^o)-C(/'-/io)] = -ZiyNrf/, 
[Pz— Poc=M[c«(ç — <7o)-'3(/'-/'o)-x(/^— /^o)] = YiyN^/, 

(*) Soit, par rapport à OXy Oy, Oz, v> la vitesse de Télément matériel m 
ou {x, Xf ^), on a 

v^ = pz--qy, Vy—qx — nz, v.^ny—px 
et 

P^=Sm(i',:K-i'y-)..., P,. = ..., 

J = £m \f^pz — qyY-^i^qx — n zY -^ {ny — p zy\ 
= M ( a' 71» -H 6»/?' -h c» g'— 2 ypq — 2r[qn— 2 ^np). 
VII. . t4 
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OU, en éliminant Timpulsion au moyen de inéquation (2), 

c^{q-qo)-'ri{n^no)-ySp-po)=Y^(Y-\o)\ 

on tire de là 

In — no = a(V — Vo), 
P-Po = Hy-yo). 
ç-^o = ï(V-Vo), 

les coefficients a, p, y étant déterminés par les équations 

(6) 



a'a - 


-çp- 


-^ï 


= 0, 


6î[i- 


-xï- 


-Ca 


= -Zu 


c*Y - 


-7)a- 


-X? 


= Y,. 



Des équations (A) on déduit, en ayant égard aux rela- 
tions (6) et (i), 

aP^+pPj.+ YP,= M(-/?Z,-f-^Yi) = M(W~V); 

par suite, 

(7) aPoa:-H?PojH-YPoz=M(Wo-Vo). 

L'équation (i) nous donne, en nous reportant aux va- 
leurs (5), 

W-Wo = (V-Vo)[i-pZi-f-YY,] 
ou 

(8) W=X(V-Vo)-hWo, 
en posant 

(8') X::::=I~PZ,-|-YY1. 

Nous reconnaîtrons plus loin que la constante X ne peut 
pas être inférieure à Tunité. 

L'accroissement de la force vive après le choc est, en ayant 
égard à la valeur de J, 

F = M(V«— VI) H- ?xn — ?oxno 4- ?yp— ?oyPo -H Pzq— Pos? 

= M(V«-- VJ ) H- (P;r- Pox)/i -f- (Pj.~ Po:^)p -+- (P;,- Po;,)7 
-^ Poor (n — «0) 4- Poyip —po) -+- Pz(<7 — 70). 
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Mais les premiers membres des équations (4), multipliés 
par M, ne sont autre chose que les valeurs de Px— Pox, 
Pj— Poj, Pz— Poz; si, de plus, on substitue dans Téquation 
précédente les valeurs (5), oh trouve 

F = ( V - Vo) I [M(V -f- Vo) -pi, + (?Y, I 4- aPox-i- pPor-4- yPo^ | 

OU, vu (7), 

F = M(V-Vo)(V + Wo-/?Z, -f-^Yi). 

Si Ton remplace maintenant p et q par leurs valeurs dé- 
duites des équations (5), on trouve 

F = M(V-Vo)[V-4-Wo-;?oZ,-+-(/oY,-H(V-Vo)(— Z,p4-Y,Y) 
^M(V-Vo)[V+Wo-/>oZiV^oY,-l-(V-Vo)(X-i)], 

En substituant ensuite à ^o Yi ~-/7oZi sa valeur fournie par 
réqualion (i), on a finalement 

(9) F=M(V-Vo)[X(V-Vo) + 2Wo]. 

La force vive G, due aux vitesses perdues après le choc, 
est égale à la somme des forces semblables du centre de gra- 
vité où la masse serait concentrée et du corps dans son mou- 
vement relatif par rapport à ce centre (M- La seconde de ces 
forces vives partielles s'obtiendra en remplaçant n, /?, q par 
riQ — n^ pçi-- p, qa— q dans la formule (B), par suite, dans 
les valeurs (A), et l'on obtiendra pour résultat 

-+- [b^{p^ — p)- X (qo — q)~l (/'o— /*)] iPo — p) 

-i-[c»(^o— ^) — Tj i^o— fi) — xipo-- p)](qo— q) \ 



(») Soient, en général, U la vitesse du centre de gravité; u la vitesse re- 
lative de m; la force vive due aux vitesses perdues est 

= M [(U„,- UJ" + (U„,- U^)»-K(U,.- UJ'] 

— 2 (Uo,- U,) £m(«,,- «„^) - 2. . . , 
et, comme £mM„^= o, ^mu^= o, . . ., on arrive au théorème énoncé. 
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OU, en se reportant aux valeurs (5), puis aux relations (6), 

---M(V-Vo)'(-?Zi-4-yY,). 

OU encore, vu (8'), 

M(V-Vo)2(X-i). 

Comme, par sa nature, cette quantité est essentiellement 
positive, on voit que X^i. 

Nous avons donc pour la force vive totale due aux vitesses 
perdues 

(10) G = MX(V-Vo)*. 

Nous accentuerons les lettres pour le second corps; mais, si 
nous rapportons son mouvement à OX, OY, OZ, nous de- 
vrons changer le signe de N dans les équations (2) et (3), et 
nous aurons d'abord 

(2') M'(V'~V'o) = -yNrf/. 

Les formules (9) et (10) s'appliquent ici sans restriction, 
puisqu'elles ne résultent que de Télimination de f^dt entre 
les équations {-x) et (3) et que, par suite, elles sont indépen- 
dantes du signe de N. 

Des équations (2) et (2') on tire 

(11) M(V - Vo) + M'(V'~ V'o) - o. 

En nous reportant à la formule ((3), nous avons à exprimer 

que 

FH-F' = -e(G-f-G'), 

OU que 

M(V-Vo)[X(V-Vo)-f-2Wo] + M'(V'~V'o)[X'(r-V'o)^-2Wi] 
= __£[MX(V-Vo)«-^M'V(V'-V'o)M, 

ou encore, vu (i i), que 

X(V-Vo) + 2Wo~[X'(V'-V'o)H-2W'o] 
= -e[MV-Vo)-X'(V'-^Vi)]. 



DU CHOC DES CORPS SOLIDES. 2l3 

De cette dernière équation et de Téquation (i i) on tire 



(12) 



IV V - ^^M-(W-o-Wo) 

__ 2M(Wo-W;) 
^ ^~ (i-+-£)(M'Xh-MX')' 



et, en se reportant à la formule (8), 

2XM'(W'«-Wo) 



(i3) 



\ ^ - (i4-£)(M'X-f-MX') '' 

) 2X-M(Wo-w;>) 

1 ^ ~ ii-+-e)(M'X4-MX')"^^^' 



Enfin on a, pour la perle de force vive e(G h- G') éprouvée 
après le choc par les deux corps, 

^^^ (iV£)2 M'X-+-MX' ' 

dont la moitié représente le travail perdu pendant le choc et 
qui a été employé à déformer les corps. 

En supposant e = i, on a, pour la perte de force vive dans 
un choc de deux corps dénués d'élasticité, 

MMÏW;-Wo)^ 
M'X-i-MX' 

Cette expression représente aussi la perte de force vive à la 
fin de la première période du choc de deux corps quelconques. 
Si Ton adopte Thypothèse représentée par la formule (a), 
on a 

M(V-Vo)[X(V-Vo) + 2Wo]-+-M'(V-V'o)[X'(V'-ro)'-4-2Wi] 
fxMM^(W;-Wo)» 
~ M'X-+-MX' 

ou, en éliminant V au moyen de Téquation (i i), 

Celte valeur s'accordera avec la première des équations (12), 
en prenant 

4s 

^ (i+e)»' 
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Peu importe donc Tune ou Tautre hypothèse, puisque Ton 
n*a, en définitive, qu'un seul coefficient à déterminer par 
Texpérience. 

On dit que le choc est direct quand la normale au point de 
choc passe par les centres de gravité des deux corps. Dans ce 
cas, on a A = i,X'=i, et, vu (i), W = V, W' = V' et, par 
suite, les mêmes relations avec l'indice o. 

Admettons que, dans le choc direct, la masse M', d'abord 
en repos, soit assez grande pour être considérée comme in- 
finie par rapport à M'; les formules (12) donnent V'^i^o et 



Y! 

'0 



(;-:-:)■■ 



Ce cas est sensiblement celui d'une bille d'ivoire tombant ver- 
ticalement sur une table horizontale de marbre. On a constaté 
que la bille se relevait, après le choc, aux | de la hauteur pri- 

mitive. En admettant donc ^-j — -? on trouve 

£ = 0,101. 

70. Du choc de deux corps solides^ dont lUin M est libre, 
tandis que l'autre M' est assujetti à tourner autour d'un 
axe fixe OZ'. — On prendra pour origine le pied de la 
perpendiculaire abaissée de G' sur l'axe fixe; Taxe OY'sera 
dirigé suivant OG. On choisira le sens de OX' de manière que 
la projection de TN rf^sur sa direction soit positive. 

Soient 

0G'==/; 

r le moment d'inertie de M' par rapport à OZ'; 

a, 6, c les coordonnées du point de choc A parallèles à OX', 

OY, OZ'; 
a, (3, y les angles formés par f ^dt avec OX', OY', OZ'; 
<ÙQ, a/ les vitesses angulaires de M' avant et après le choc, 

censées positives de la gauche vers la droite en se couchant 

suivant Z'O. 

En conservant les notations qui précèdent, on a d'abord. 
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pour M, 

> F =M(V-Vo)[X(V-Vo)4-2Wo], 

(,) G = MX(V-Vo)«, 

I M(V — Vo)= y^Nr//. 

Les momenls de — / N d^par rapport à OX', OY', OZ' sont 

Ii)lLx'= (c cosp — ^cosY) /Nrf/, 
,„, Dïiv = (a COS7 — c cosa) / N rf^ 

f OJij,' = (b cosa — a ces P)/^ N r^/. 

On a, pour le corps M', en prenant les moments par rapport 
àOZ', 

(3) r(w'— w'o ) = (Z> cosa - a cosp) /n dt 

OU, en vertu de la troisième des équations (i), 

(4) r(w'— w'o ) = (^ cosfl — a CCS p) M(V — Vo). 

L'équation des forces vives donne 

M(V - Vo) [X(V - Vo) + 2W0I 4- IV- O 
= - e[MX(V - Vo)» -+- r(w'- a)'o)«] 

ou, en éliminant r(w'— w'J au moyen de Téquation (4), 

X(i-^e)(V — Vo)-+-(n- e)(ècosa — acosp)w' 
= --2Wo— (i — e)(Z>cosa — ac08p)a)'o, 

et, enfin, en éliminant (V — Vo) au moyen de l'équation pré- 
citée, on a, pour déterminer w', 

1(1 -t- e) [Xr-hM(^cosa — acosp)*] w' 
= [(i-+-e)Xr— (i--e)M(èc08a — flCOSp)«]a>i 
— iM(b cosa — a cosP) Wo. 

Proposons-nous maintenant de déterminer les conditions 
qui doivent être remplies pour que les guides de Taxe OZ' ne 
reçoivent pas de percussion. 
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Nous avons d'abord en projection sur OY', OZ' 

cos p / N c?/ = o, cos Y / N c?/ = o ; 

d'où (3 =: go% y = oo<» ei a = o, conditions que nous suppose- 
rons remplies. 

Si nous remarquons que la vitesse /w' de G' est dirigée 
dans le sens négatif de OX', nous avons aussi 

(6) M/(ai'-a)i)= fNrff; 

d'où, en vertu de l'équation (3), 

(7) V=M'bl, 

ce qui exprime que le point de choc doit se trouver dans le 
plan parallèle à X'OZ' passant par le centre d'oscillation 
de M'. 

La vitesse du point m de M', dont les coordonnées sont^;, 
X, z, due à la rotation w', ayant pour composantes ~ tw'j 
suivant OX' et tù'œ suivant OY', on a 

OU 

(8) 2/wj3 = o 

et 

(w'— ajo)2/M.r3 = c jNdt. 

De cette dernière équation et de l'équation (3) on déduit 

, ^ b'Lmxz 

(9) c= — p 

On voit que, si OZ' est un axe principal d'inertie, il n'y aura 
pas de percussion sur cet axe, si la direction de W© est per- 
pendiculaire au plan Z'OY' et passe par le centre d'oscillation 
de M'. 
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En admettant qu'il en soit ainsi, les formules (4) et (5) de- 
viennent 

(40 r(ai'~a>'o) = M^^(V-Vo), 

^^ "^ ~ (i-t-£)(Xl'-f-M6«) 

On déduit de la seconde de ces équations 



a> — tOn = — 



(i-HÊ;(Xl'-f-xV16'0 



En se reportant à l'équation (6) on voit que, pour que 
f^ de soii positif comme on Ta supposé, il faut que 

^w'o-i- Wo<0, 

ce qui est la condition, évidente a priori, pour que les deux 
corps puissent se rencontrer. 

Si M' est au repos à l'instant où le choc commence, Wo est 
nécessairement négatif, et l'on a 



Dans le cas où les deux corps sont dénués d'élasticité et où 
le centre de gravité de M se trouvé sur la direction de Wo, on 

a £ = I , X = I , Wo = Vo et 

M^^Wo 

Si M&2 est négligeable devant F, on retombe sur la formule 
connue qui se rapporte au pendule balistique. 
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CHAPITRE VlII. 

HYDRODYNAMIQUE. 



§ I. — Développements sur quelques questions (*). 

71. Démonstration due à Cauchy du théorème de La- 
grange relatif au potentiel de la vitesse. — Nous avons cru 
utile de substituer celte démonstration à celle de Lagrange, 
qui est considérée comme insuffisanle. 

Soient 

Qxy Oj, Oz trois axes rectangulaires fixes; 
U le potentiel rapporté à l'unité de masse des forces extérieures 
qui sollicitent les molécules fluides 

et, à Tinstant t, 

.X, X, z les coordonnées d'une molécule m ; 

, , du , dv , dw , 

u, r, w et u = -jyy i/ = - -, iv'zrr — - les composanlcs res- 
pectives suivant Oa:, Oy, Oz de la vitesse et de l'accéléra- 
lion de m ; 

p, p la pression et la densité du fluide au point (^, j, z), la 
densité p étant constante ou étant une fonction donnée de/?. 

Nous avons, pour trois des équations du mouvement du 
fluide, 

i dp dU 
P ox ox 

p dj df ^' 

làp _m__ . 

p dz ~ dz 
(•) Voir le Chapitre XIII du Tome IL 



HYDRODYNAMIQUE. 2 1 9 



Si Ton pose 
(I) J^ldp~\]=Q, 



il vient 



^0 



(^) 



~ -hp =0, 

àQ 

--i ■+-iï''= o. 

Nous caraelériserons par l'indice o les éléments qui se rap- 
portent à Tétai initial d'une molécule. Comme, en suivant la 
molécule m, ses coordonnées œ, y, z dépendent de^o, Jo, 
Zo, ty on peut écrire 

(3) X =/(j:o, jo, 2o, t), j =/i(^o,ro, Zoy 0> ^ =/î(^o, Jo, 20, 0- 

Dans ces conditions, on a 

. .. dx dy dz 

<^> "■-=^' '^tr "'=57' 

et, au lieu des équations (2), 

du 
(^) \ -.U -t- J, = o. 

- -r- = o. 

ât 

Au nouveau point de vue auquel nous nous plaçons, nous 

avons 

àQ__àQdx_ ôQ ^ dQ dz 
dxo dx ôxq âjr dxo dz ôxq 

â^ _ dQ dx dQ diy dQ dz 
dfo ~~ dx djo djr djo 'dz dy^' 

dQ _dQ dx ^ dQ ^ dQ dz^^ 
dzo ~~ dx dzo "^ dly dzo dz dzo' 



du 
dt 


dx 

dxo 


■+■ 


dv 
dt 


ày 

dxfi 


H- 


div 
~dt 


dz 
dx^ 


-+- 


dQ 

dxo 


= o, 


du 
dt 


dx 
àfo 


H- 


dv 
dt 


dr 


-f- 


di\' 
'dt 


dz 


-h 


dQ 


= o, 


du 
dt 


dx 

dzo 


H- 


dv 
dt 


dx_ 
dzQ 


-+- 


diV 

dt 


dz 
dzQ 


-f- 


dJl 

dzo 


= o. 
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d'où, en éliminant -p? —, -^ au moyen des formules (2'), 



(5) 



Si Ton retranche : 1° la deuxième de ces équations différen- 
liée par rapport à Xq de la première diiférentiée par rapport 
à jo ; 2" la troisième différeniiée par rapport à jo de la deuxième 
diiférentiée par rapport à z© ; 3<> la première différentiée par 
rapport à Zo de la troisième diiférentiée par rapport à Xo, on 
obtient trois nouvelles équations indépendantes de Q, et il 
suffît de considérer la première dont on déduira les deux 
autres par les permutations tournantes. Nous avons ainsi 

d^u dx d^u dx d^v dy d^v dj 



, àtdfQ dxo dtdxo djo dtdfo dxo dtdxo dfQ 
(a) < 

d^w dz d^w dz _^ 

dtdj-Q dxo dtdxQ df^ ~ 

Si Ton différentie par rapport à / l'expression 

. . du dx du dx dv df dv dy dw dz dw dz 
dj-Q dxQ dxo dyo "^ dfo dxo dxQ dfo dy^ dxo dxo dyo ' 

et si Ton remarque que l'on a, par exemple, 

du d^x du d^x __ du du du du _ 

dy^ dtdxo dxo dtdyo ~~ dyo dxQ dxo dyQ ~~ ' 

on trouve le premier membre de Téquation (a); d'où il suit 
que l'expression (6) est constante, et comme, à l'instant 
initial ou pour x=Xo, j = jo, zrr=zo, elle se réduit à 
duo di^o 
àyô 



(6) 



-P, il vient 

0X0 






du dx du dx dv dy 
dyo dxo dxo dyo dyo dxo 


dv dy 
dxo dyo 




dw dz 
[ dyo dxo 


dtv dz duo 
dxo dyo "" dyo 


dvo 

'dFo 



HYDRODYNAMIQUE. 2'2 1 

Dans ce qui suit nous poserons 





1 dv dw ^c^o àw^ 


(7) 


diX' du dix'Q duo 




^ du dv duo dv(i 
'^ " dJ ~"d^' ^^ "dfo ~^ d^o' 


En subslituanl dans l'équalion (6) les expressions 




du du dx du dr du dz 
dxQ ~~ dx dxQ djr dxo dz dx^ ' 




du 




dv 

dxo ' 




dv 




div 




dr. -•••' 




diJV 


on trouve 






dx dr dx\ / dz dr dz dr \ 
dxo dxo djo) '- \dfçi dxo dx^ df^J 




/ dz dx dz dx \ 
^'^[àxo df, df, dxo)~^'' 



d'où l'on déduit, par les permutations tournantes, 



/ dz dr ^^ ^.y\ I ^^ ^^ dx dz\ / df dx dy dx \ 

^' \c^ ^~~o!;"o àz^l ^ \(^2o ^/o ^Jo àz^J \dz^ dy^ dy^ dzl) ""'^-o, 



/ dx dz dx dz \ y ( ^Y^ ^-^ ^^ dt:\ f dy dz dy dz \ 

^* \dx^ 5ii dZii dxQ/ \dx<i dz^ dzç^ dx^J '\dzii àx^ dzo dx^J ~ ^^' 



Si Ton pose 

dx dy dz dx dy dz dx dy dz dx dy dz 
dxQ dyQ dzQ dxo dzo dyo dyo dxo dzo dyo dzo dxo 



dx dy dz dx dy dz __ / dx dy dz 
dzo dyo dxo dzo dxo 



àyo ^\ àxo dyo dZo) 
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les équalions précédentes donnent ( ' ) 



!: = 



(8) {'''-"c/^A 



I 1 y, dz dx ôz \ 

\ dxQ dfQ JzoJ 

ï / âx ôx dx\ 

\ dxo àfo âzo / 

I / ^djr ^ âf âj \ 

\ âxoôjroàzo) 

Nous reconnaîtrons plus loin que le déterminant 

q/_j_ ^ ^y f^^ \ 
\ dxo dfo dzQ/ 

ne peut pas être nul. 

Si donc xo ==: o, yjo = o, Ço = o, ce qui aura lieu notamment 
lorsque le fluide partira du repos, on aura constamment x = o, 
yj =r o, Ç =z o, c'est-à-dire que 

udx -h i>df -h zdz 

sera la différentielle d'une fonction 9 de a?, j, z qui, en géné- 
ral, renfermera le temps. 

Soient dxo, dy^y dzo les arêtes d'un parallélépipède élémen- 
taire partant de la position initiale de la molécule /w. Ces arêtes, 
considérées comme matérielles, se modifieront pendant le mou- 
vement, et, lorsque la molécule sera venue en (^, jr, z), on 
aura 

Au liea de SaivantOx. Suivant 0^-. SairantOz. 



dxo. 

dfo. 
dzQ. 



dx , 
dxt 


ê'^» 


^2 ^ 


âx , 


â''- 




dx , 


g'^- 


OZo 



(*) En faisant le calcul, il faut avoir soin de mettre en évidence aux 
numérateurs le facteur S, qui se présente naturellement. On voit ensuite 
facilement que le dénominateur commun est S*. 
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La masse du parallélépipède déformé sera devenue ( * ) 

Or, comme elle était po dxo d^o dzo à Tinstant initial et 
qu'elle n'a pas varié, on a 

±: ^ — —^ -.— 1 ne peut 
àxo dxo dzo/ ^ 

pas être nul et qu'il se réduit à l'unité dans le cas d'un liquide. 

La forme (9) donnée à l'équation de continuité, ainsi que 
les équations (5), avaient été obtenues par Lagrange. 

Dans le cas actuel, les équations du mouvement d'un fluide 
se réduisent aux suivantes : 

dp iTi J^? I ^/^?* ^?* <^?'\ TTT J^^ < jrr. 

p dt 1 \dr» ôf^ dz^J ôt 'i 

(10) { c^çp do . do 

dp ^?àv ^?i '^Ci 

dt dx df ôz 

en désignant par V la vitesse d'une molécule qui, à l'instant ty 
a pour coordonnées x, j, z. 

72. Mom^ement permanent d'un liquide pesant contenu 
dans un vase dont ia paroi est de révolution autour d'un 
œxe vertical Oz. — Nous avons, d'après le n° 225 du Tome II, 

en remarquant qu'ici -^ doit être remplacé par une constante, 

d^o \ do d^o 



(») Soient 

A., B„ C., 

A., B„ C„ 

A„ B3, C, 

les projections des arêtes d'un parallélépipède quelconque surO J7, O^, Os. 
Le volume de ce parallélépipède a pour expression 
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L'écoulement est censé avoir lieu par un orifice horizontal 
résultant d'une troncature au sommet du vase. 
La condition relative à la paroi est 

(3) _^rf._-..rf. = o. 

Nous désignerons par p^ la pression atmosphérique et 
respectivement par les indices o et i les quantités qui se rap- 
portent au bord de la surface libre et à celui de Torifice. Nous 
aurons, au lieu de Téqualion (2), la suivante 



p — 



^•-*(=-)-KS^*£). 



P 

qui deviendra celle de la surface libre en y faisant jy = /?o. 
La condition relative à Torifice sera 

Si Ton représente par r^fCr) Téquation de la surface, il 
faudrait pouvoir déterminer une fonction 9 satisfaisant à Té- 
quation (i) et à celle-ci r 

Comme cette recherche présente des difficultés qui parais- 
sent insurmontables, nous allons, à l'inverse, nous proposer 
de chercher quelques formes de la fonction satisfaisant à (i) 
et qui rendent intégrable l'équation (3); l'intégrale sera l'é- 
quation de la paroi. 

(a). La forme la plus simple de 9 est 

/;r« / bz\ 

a et 6 étant deux constantes. £n désignant par A une autre 
constante, l'équation (3) nous donne, pour celle de la surface, 

{a) 



^a -H hz 

Nous avons, par suite, 

^l = pour z = zo, z= 3,, 



t> 
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el l'équation (4) devient 
d'où 



^=W' 



b 



On a donc, pour le volume du liquide débile par seconde, 

Q = T:r\{a^bzx) = -j^ {iab-^b^{zQ-^z{) — ig\{a-^bzQ){a'i'bzx), 

(6). L'équalion (3) pourra encore s'intégrer si -p> -r?» 

par suite 9, sont des fonctions homogènes de r et z. 
Nous poserons, en conséquence, 

z = Çr; d'où -^=—^, t = -> 
or r uz r 

puis 

a étant un nombre nécessairement supérieur à Funité pour 
que -^ s'annule avec r. En substituant dans l'équation (i), 
on trouve 

(5) (n-C')^-(2a-i)C^+a'1^ = o. 

On a ensuite 

ra-J dr ^ ^ ^Ç ' 

et l'équation (3) devient 

^^) Sï^=-y 

Supposons qu'on ait pu obtenir une intégrale particulière 
^, de l'équation (5). En posant i]; = U^J^i, on trouve faci- 

VII. i5 
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lemeni, pour l'intégrale générale de cette équation, 



(7) 



'!' = [A + BJ^i±^^rfïj4-., 



A el B étant deux constantes arbitraires. 

Pour essayer d'obtenir une intégrale, telle que ^ty cherchons 
à satisfaire à Téquation (5) par une suite de termes, telle que 

dans laquelle m est un nombre entier positif. En substituant 
et identifiant, nous trouvons 

(9) A,.., = - __^-^_^ A,.. 

Si nous supposons d'abord que m est un nombre pair 
2Ai — 2, nous trouvons 

, , . . , [a(a — 2)(a — 4)...(a — 2/2+2)]^ . 

En faisant //? = 2/i — i, on obtient 

(10) A^^^i _(-!)« ,..^.3...(2,,_Hi) ^^• 

On voit ainsi que ^ sera représenté par deux suites de 
termes dépendant chacune d'un coefficient arbitraire. Mais 
l'intégration de l'équation (3') ne pourra se faire que si 4* ^st 
composé d'un nombre fini de termes, et il faut alors que a soit 
un nombre entier. En effet, selon que a sera un nombre pair' 
ou un nombre impair, on obtiendra une intégrale particu- 
lière ^t de l'équation (5), composée d'un nombre fini de 
termes, en prenant Ao= i, A| = o ou Ao= o, A| = i . 

Supposons d'abord a = 2, nous avons 

et 



^=[A-B/ii^..c](.- 



■ 2!:»). 

L'intégration peut s'effectuer en posant Ç = tango; mais. 
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comme elle introduit des logarithmes, Téquation (3') ne 
pourra faire connaître r que par une quadrature. 
En prenant a = 3, on a 

L'intégration peut encore s'effectuer par la même méthode 
que ci-dessus; mais on arrive à un résultat encore plus com- 
pliqué. Si Ton prend B = o et si l'on désigne par C une con- 
stante, on trouve 

!!=: 1 £: 

équation que nous ne nous arrêterons pas à discuter. 

73. Équations du mouvement d'un liquide en coordon^ 
nées curvilignes orthogonales, 

{a) Rappelons d'abord, principalement en vue de les com- 
pléter, les formules du titre (a) du n" 32, fen supprimant la 
distinction entre les caractéristiques ^ etd, distinction qui ne 
pouvait être utile qu'en entrant en matière : 



(a) 


P/=ii(.r,7, 2), 


U>) 


/, 1 Ap? , à?) , dp? ^ 


V dp] "" dpf ^ dp? 


(c) 


.,.=§. 


(rf) 


dx dx âf df ôz ^z ' 


ie) 


iÈ=^'^f=-(^'"-)]-' 


if) 


dx dx df dy dz dz 
dpi dpj dpi dpj dpi dpj ~ 


En 


ajoutant les équations (e), respectivement multipliées 
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par dxy dy, dz, on trouve 

/ X dùi dx . fhr dz . 

(gr) ^ =^ cix ■+■ -f- df -h -T- dz. 

Proposons-nous mainlenant de trouver l'expression de 

d^p â^p â^û 

en fonction des dérivées partielles de Xy y, z par rapport à 

De la relation connue 

cos(N,a:) = cos(Ni, 3)cos(N2, j) — cos(Ni, j)co8(Nî, a), 
on déduit 



I dp 
Jid~r~Ti 



T / àpx dp^ __ d^ d^\ 
i/i-i \ dz dj- df dz ) 



et, en posant 
il vient 






^J__l(^Jl^_^à^\ ^t de même 

dx~^\dz df df dz) et, de même, 

) ^ ^ X (^ àpt _dp^ dp^\ ^ 
\ df \dx dz dz dx ) ' 

f ^P == X (^ ^ _ ^ ^V 
\ dz \ df dx dx df 1 

Si l'on ajoute les équations (/), après les avoir différentiées 
respectivement par rapport à ^, j, z, on trouve 

_ aX Idp^ olp2 _ d^ ^\ d\ /dp^ dp^ __dp^ dpi\ 
*^ ~~ dx \ dz df df dz ) df\dx dz dz dx ) 



Mais on a 

d\ __ d\ dp _ d\ dpx d\ dp^ 
dx "~ dp dx'^ dpi dx dp^ dx ' 



dX /()pi dpt 
dz \ d/ dx 


dp, ^p,N 
dx dj )' . 




dz •••' 
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par suite, 

dlrâp/dpi dp^ âpi dpt\ dp .,àp 1 

^'^--Tp[di\-dF7F-l^^)-^dr^'''^-^rz^-'^' 
ou, en vertu des relations (/), 

~ ^ àp Idx^ "^ âf^ "^ r>3«J ~ X dp* 

On a donc 

^ /' 
7~7~ 
Ajp = ////j //, - } ' et, de môme, 

ap 

dpi 
AjP2 = hhxhi- * 






s 



En désignant par 9 une fonction quelconque de x, y, z, 
posons 

Ao © = ^ -4 i- -1 ^ • 

^^ d^« ^ dr» ^ ds« 

Nous ferons d'abord remarquer que les valeurs de A 19, 
A29 conservent respectivement la même forme lorsqu'on sub- 
stitue au système de coordonnées (^r, j, z) un autre système 
rectangulaire {x'yy' y z') (' ). 



(•) Des relations telles que 

x' = xcos{x^x') -{-y cos(y, x') -{- z cos(-s,a?') 
on tire 

-^ =:C0S(a:,a7 ), -^ =:COS(a?,/), ^ ^COS{XyZ ), 

et l'on a, par suite, 

^ = ^ cos(a., x) + -^. cos(x,r ) + g^ cos(a:, ;5 ), 
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Nous avons 

^? _ <^cp dp ÔQ dpi â(f dpi 

àx dp Oju dpi dx dp^ âx 



d'où, en ayant égard aux relations (d), 

^^ *^ dp^ 'âp\ ^àpl 

On déduit de la première des équations (k) 

0^9 _ (^*cp àp^ d^(^ dp\ ()*cp ()p| d^ d^p d(f d^pi d'f d^p^ 
ôx^ ~ âp^ âx^ dp\ dx^ ' Opl dx^ ' dp dx* dpi dx* dpf dx* 

(d*o Idp dpi d*^ dp dpi d*<f dp^ dpi\ 

dp dpi dx dx dp dp^ dx dx dpi dp^ dx dx ] 



et de même 

à? drù ^ . d9 , ,, d^ , ,. 

tz = 5^c«s(^>^) + ^c^s(^>r ) + ^cos(^,^), 

d'où 

()cp« ()cp« ^'^« ^ (J<p« c^çp» (J^« 

dx* dy* dz^ ~ dx'^ dy'* oz'^ 

Nous avons maintenant 

d*(f d'o ,, ,, ^=«9 ,, ,. d'o -, 

_^ = __^ cos«(^,^ ) 4- ^cos»(a:,y) + -^^cos^ix.z ) 



O 9 

-H 2 . ,'j; , cos(a7, x') cos{x,y) 



d*9 d* 9 i\ 

-h 2 ,^ , COS (x, y ) COS(iF, «' ) 4- 2 T , CCS (07, 5') COS {X, X ), 



^ _ 

dy^ "-•••* 

d^» ' 

par suite, 



d*^ d*ff d*ff d'cp d*'!f d^<f 

5^1 "*" ^1 "*" 7JP "" dx'* "^ ôix^ 5?»* 
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En ajoutant cette équation à celles qui s*en déduisent, lors- 
qu'on y remplace successivement x par j et z, on trouve 

"^ dçt dpi \ dx dx df àjr ôz dz j 

ou, en vertu des formules (d) et (y), 



^ âp^ ^ Opl ' àpl 



hh 



* '* \ 5p ~dp~ dpi "dpi 5pi c^p, / 

\'H"i (^P^ d? ^P J 

et enfin 

En ayant égard aux relations (^), on a 

dpi d(f dpi âf dpi d^ _ j % ( ^-^ ^? ^f ^^ d z d^\ 
dx dx df df dz dz ~ ^ \ dpi dx dpi df dpi dz / 

ou 

dpid_^^d_pjd^_^dp^do ^/^,^. 
dx dx df df dz dz * dpi 

{b) Arrivons maintenant au mouvement d'un liquide. Si 
Ton a égard aux valeurs (/) et (m), et si l'on désigne par D, 
au lieu de p, la densité du liquide pour éviter toute confu- 
sion, les équations (lo) du n° 72 deviennent 

J d_ ji_ d^ J_ h. h. JLA.É1- 

[ dp hi/ii dp dpi /i/ii dpi dpi ////j dp^ ~~ ' 

en comprenant dans 9 une fonction arbitraire du temps. 
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74.. Mouvement d'un solide pesant dans un liquide pe- 
sant. 

(a) L'expérience nous apprend que, lorsqu'un solide est 
animé d'un mouvement de translation dans un liquide, les 
vitesses des particules fluides deviennent insensibles au delà 
d'une zone cylindrique dont la section ne dépasse pas le quin- 
tuple de la section maximum du corps, normale à la direction 
de la vitesse. Il suit de là que, si le solide reste à une distance 
suffisante des limites du liquide, comme nous le supposerons, 
la masse fluide pourra être considérée comme indéfinie en 
tous sens. 

Nous prendrons égale à l'unité la densité du liquide, et 
nous désignerons par M la masse du solide. 

Le liquide est censé avoir été au repos lorsque le corps a 
reçu son mouvement initial. 

Soient 

Cx, Cyî, CÇ trois axes rectangulaires fixes dont le troisième 

est dirigé dans le sens de la pesanteur; 
A, B, C les moments d'inertie du corps par rapport aux axes 

principaux 0^, Oj, Oz relatifs à son centre de gravité 0; 
(;, ^ la vitesse et l'accélération de ce centre; 
n la rotation instantanée du corps autour du même centre; 
/?o la pression sur la surface du corps représentée par 

P la résultante des pressions élémentaires /?o dtù; 

31L le moment de ces pressions par rapport au point 0. 

Comme Ai 9, A2(p conservent la même forme lorsque les 
axes coordonnés changent déposition, les équations du mou- 
vement du liquide peuvent s'écrire ainsi : 

\ j / 

a«cD (?«o d^^ 
àx^ of* oz^ 

Les composantes, suivant Oœ, des vitesses absolue et re- 
lative de la molécule liquide (^, j, z) étant respectivement 
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:5) 



do dœ 

3-i-j -T^î nous avons 

ox ai 



(2) 



dx do 

et, de même, 

dy ào 

dz do 
dt^dz-''^''^''-"''^' 

Dans le système de coordonnées curvilignes orthogonales 

P = ^(^,r, 3), pi = ^f i(a:,7, 3), p, = ^2(^, J, 2), 

les équations (i) deviennent 

(3^ ) ^ àt ^V <^p« '<^?î '^Pl/ 
\ d h à^ à hi d^ d li^ d(f _ 

\ dp hihf, dp dpi h^h âpi âp^ hhx d^p "^ 

La formule {g) du numéro précédent nous donne 

,yv I dpi _ dx dx ày dy dz dz 

^"*^ 11} "dt ^ dpi di '^ dpi ~dt '^ "àpiTt 

ou encore 

^'*^ //? rfr h}\dx dt ^"'1'' h}\dx dx~^"')' 

On voit, d'après celte dernière forme, que -r- -^ représente 

lli ut 

la composante normale à la surface p« de la vitesse relative de 
la molécule (^, j, z). 

On déduit de la formule (4), en ayant égard aux valeurs (2 ), 

j dp __ dr^ f dx dy dz\ 

TT^Tt '-Tp^\''Tp^''^Tp'^''^Tp) 

(dy dz\ [ dz dx\ / dx dr\ 

I dpi _ 
h\ dt ' 

J_dpi _ 
/il dt 
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Occupons-nous maintenant du mouvement du corps M. Si 
Ton remarque que l'accélération ^ du point est la vitesse 
absolue de l'extrémité de la droite 0(^ qui représente la vi- 
tesse i^, que la vitesse relative de ce point par rapport aux 

axes mobiles Oœ, Oj, Oz est ■—'> on a 



'1'.=^ 


clt 


-\-nyVz- 


IHVyy 


^y = 


dVy 

at 


-^n^vx- 


■n^Vz, 


■^.^ 


. . . , 







•et par suite, pour les équations du mouvement du centre de 
gravité 0, 



On a ensuite, pour les équations du mouvement de rota- 
lion de M autour de ce centre, 

il) i^llf-^"- 



Nous avons 



Pa: = — ypo(NoJ?)^w; 



si po renferme un terme constant, il disparaîtra dans celle 
•expression. Comme on peut prendre 

dui = dn* d/u = -^ — 

/il /i2 



HYDRODYNANIQUB. 235 

et que 



/XT X I ^'^ 

COS(No,x) = //o -r -» 



iJ vient 
Dans les expressions 

I 01V;r=//?o[2COS(No,j)— JCOS(No, 3)]rft«J 

1 aiv, = ..., 

le terme de po qui dépend du poids du fluide déplacé dis- 
paraît. 

Comme on admet que toute molécule fluide en contact avec 
le corps glisse sur sa surface, on a, vu ce qui précède, 






(10) 



P=Po 

ou, en vertu de la première des équations (5), 

l [d(& [ dx dy àz\ 

\ I âr âz\ I àz djc\ / âx ârXl 

l 'V ^P -^ àpj y\ dp dp) "Y dp (^p/Jp=p„ 

Par hypothèse, le mouvement du liquide n'est produit que 
par celui du corps, et, par suite, la vitesse absolue de ses 
molécules est nulle pour p — oo, d'où 

Nous allons chercher à satisfaire aux conditions du pro- 
blème en écrivant 

(l2) cp = C -\- Xx^x-^ '^^yVy-^ '^z^z-^ ^x^'ar-i- DCj^/î^H- (Dî)^//-, 

expression dans laquelle C ne dépend que du temps, et les e^l», 
X que des p/. 



( ' ^ ) i -h une fonction linéaire des —^ • • • -^ 

dt dt 
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Ces dernières fonctions, substituées à <p, devront satisfaire 
à la seconde des équations (3). 
La condition (lo) sera remplacée par les suivantes : 

àA>x __ àx à'^x __ àz dy 

âp ^ dp^ dp dp dp , 

Ci) i-df=--- if = ^pourp = p.. 

dtXiz d^z 

~df ' ~5p" 

Si Ton introduit l'expression (12) dans la première des 
équations (3) pour en déduire la valeur de po, que Ton por- 
tera ensuite dans la formule (8), on reconnaît que 

une fonction linéaire 

une fonction homogène du second degré de i^x^nx--'- 

Le premier terme de P^ est relatif à la perte du poids dans 
le liquide comme à Tétat de repos. 

(b) Cas où la surface du corps est symétrique par rap- 
portàOxy Oy, Oz. C'est le seul que nous considérerons dans 
ce qui suit. 

La fonction p de Xy j, z conserve la même valeur et le 
même signe quand on change le signe de Tune quelconque 
des coordonnées de x^y, z ou, si Ton veut, p est une fonc- 
tion paire de ces coordonnées; mais-r^j par exemple, chan- 
gera de signe avec Xy en conservant la même valeur absolue. 
Les deux premières des conditions (i3), en ayant égard aux 
formules {e) du numéro précédent, peuvent se mettre sous 
la forme 

d^x àp^ d^\e>x dp d:X>x ^P __ ^9 \ 

dx dx dr dy dz dz ~~ dx I 

> pour p = po. 
dSf^x dp^ ()X.r dp_ d3f^x ^_^_^ 
dx dx dy dy dz dz ^ dz dy 
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et, d'après ce que Ton vient de dire, on est conduit à poser 

en désignant par Dj., E^ des fonctions paires de coordonnées 
rectilignes. On aura des expressions semblables pour les 
autres X, <Dr.. 
Nous écrirons, en conséquence. 

On déterminera /?o en substituant cette valeur dans la pre- 
mière des formules (i). 
Nous avons trouvé 



P^ =— I pQCOB{Nox)dtsi; 



mais, comme cos(No,^) change de signe avec œ, tous les 
termes pairs en œ, contenus dans/?o, disparaîtront dans l'in- 
tégrale; il en sera de même des termes impairs en j, z, de 
sorte qu'il suffit de faire dans Pj: 

Nous avons maintenant 

OTix= f poz cos(Noj)<iw — //>ojr cos(No2) dta. 

Dans la première intégrale on ne devra conserver que les 
termes de po impairs en j, et seulement ceux d'entre eux qui 
sont impairs en z, en raison du facteur z dont ils doivent être 
affectés; parmi ces derniers on ne devra choisir que ceux qui 
sont pairs en x. Le même raisonnement s'appliquant à la se- 
conde intégrale, il suffit de faire dans Dïix 

(^) -p,=jr,^Ex^-i--^-^i^y^.^-j/ -^nynz\. 

Si l'on porte respectivement les valeurs (a) et {b) dans les 
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formules (8) et (9), on trouve, en désignant par M' la masse 
du liquide déplacé par le corps, 



dt 
Ht' 






(8') P^ =mx 

(9') 01l'x= ix 

en posant (*) 

I mjc =-- (—- ^ JcDx dpi dpi = I X Dx df dz. 



J Ihl^'i àpo dz d. 
r dzDy 



dzDy dzEv 



dz 



df dz^ 



(iH) 



= jjzExiydf — zdz)dx, 

r /U dxEy dxE. / dz àjr\ . 



(*) Il ne faut pas perdre de vue que l'on a 
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Nous avons donc pour les équations du mouvement du 
corps 

(M - m,)^ = (M-M')^cos(î, ^) 



di 



-f-(M -haar)^y/25— (M — OL'j.)Vzffyi 



(•7) ^M-.,)§=. 



(A - /,) ^ + (C - B - Yx) "r''^ = Px'-r "z, 



(.8) { (B-^V)-^-*-- 






Les constantes /w, / sont de véritables corrections, résul- 
tant de Tinfluence du liquide, apportées à la masse du corps 
dans son mouvement de translation parallèle à Ox et à son 
moment d'inertie autour de cet axe. 

Quoique les équations (17) et (18) donnent par l'intégration 
la loi du mouvement du corps, le problème n'est pas cepen- 
dant résolu, puisque la détermination des constantes est sub- 
ordonnée à celle des fonctions xDx, J^Ej:, ... qui doivent 
satisfaire à la seconde des équations (3) ainsi qu'aux condi- 
tions (i3) et (i i), fonctions que nous déterminerons plus loin 
dans le cas où le corps est un ellipsoïde. 

(c) Hypothèse d'une translation. — Concevons que le corps 
soit soumis à l'action d'un couple qui détruise à chaque in- 
stant le couple résultant des pressions élémentaires. Le corps 
sera animé d'un mouvement de translation, et l'on n'aura à 
considérer que les équations (17) dans lesquelles on fera 
n = ei qui deviennent 

(17') 



On voit ainsi qu'en dehors de la perte de poids résultant du 
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principe d'Archimède, l'influence du fluide ne se traduirait 
que par des corrections à introduire dans la masse du corps, 
ce qui n'est d'accord avec l'expérience que pour un mouve- 
ment lent de M; autrement l'influence ci-dessus se traduit par 
l'équivalent d'une force proportionnelle au carré de la vitesse ç. 
On peut expliquer a /7r/or/ la différence entre ces deux résul- 
tats. L'Hydrodynamique est essentiellement basée sur la conti- 
nuité et ne peut conduire à un résultat exact que pour un mouve- 
ment lent de M ; mais, lorsque ce mouvementest plusprononcé, 
il se produit, dans la région environnante du corps, des chan- 
gemenls brusques de vitesse des particules fluides, que l'on 
ne peut faire entrer en ligne de compte qu'en Hydraulique. 

(d) Hypothèse d'un mouvement de rotation du corps 
autour d'un axe fixe auquel Ox reste parallèle, — Soient 

/ la distance du centre de gravité à l'axe fixe; 

ô l'angle constant qu'elle forme avecOj; 

is la réaction normale de Taxe fixe sur le corps. 

On a 

Hy — Hz = o, //a- = /«, Vx = o, Vy — — ni sinS, Vz = «/cosS. 

La deuxième et la troisième des équations (17), et la pre- 
mière des équations (18), qui sont les seules équations que 
l'on ait à considérer, deviennent 

(M — m^)/sin8 -j- = — (M— M')g^cos(Ç,7)— (M-t-a-^)/cosS/i2— %, 

(M — /Wz)/cos8-^ = (M— M')^cos(î, 2)-h(M — ai)/sin8/ï*H-ïïT-, 

(A —^x)-r =— pxsinocosô/i' -^(nTj-sino— Tu^cosô)/. 

Si l'on ajoute ces trois équations après avoir multiplié res- 
pectivement les deux premières par /sind, /cosô, on trouve 

[A 4-M/* — (mj.sin*8-i- w-cos2o)/2 — f.f] -y- 

= (M — M')g^/[cos(Ç, 2)coso — cos(Ç,j)sinS] (ay4-al)/sin2ô«*. 

On voit notamment que l'effet produit par le liquide sur le 
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corps serait l'équivalent de celui d'une force perpendiculaire 
au plan passant par le centre de gravité de M et Taxe de rota- 
lion, agissant à une distance constante de cet axe, représentée 
par la somme de deux termes dont Tun serait proportionnel à 
l'accélération angulaire, et Tautre au carré de la vitesse angu- 
laire. 

L'observation n'a constaté que l'existence du second terme; 
mais, d'après l'analyse précédente, ce terme serait nul pour 
â= o, 3 = 90°, ce qui est contraire aux résultats de l'expé- 
rience. 

(e) Détermination des constantes qui entrent dans les 
équations du corps lorsque ce corps est un ellipsoïde ho- 
mogène, — Le système de coordonnées elliptiques 



(i9) 



pî pî— ^^ c^— ;pî 



\ pi 62 -p| d«-pî 

suppose 

p>c> b, pi>b<c, Pi<b<Cy d'où p > Pi > pj. 
Nous avons trouvé au n° 32 

/A^ ),.,- (P^-^')(P?-^^)(pl-^') 

f ,, ^ (p2-C»)(pî-c2)(Q|-C«) 
\ (6'2 — 6*)C» ' 

(Jjc .r dx ,c dx x 



(B) 



dp p' ()pi p/ ^p, p,' 

^ ^_PJ_ 

dz _ pz 

dp " pi-^c^' "*' 



^^^ ^'"(P^-PÎ)(P^-Pl)' ^'^-••' ^'^=- 



VII. ,6 
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On déduit des formules (C), 



J^^(,.-,^)J (p»-<,.)(pt-r») 

A.A, ^P* P'Y (Pî-i»)(pï-c«)(p|-6«)(p|-c«)' 

••^=(P'-Pî)i/- (Pf-^')(PÎ-^-') ~ 

hht ^P P-'^V (p«-6«)(p«-c«)(p|-6>)(piî-c»)' 



^ -(P' pT)t. ^ (pi-6«)(p|-c«) 

A//, ^P P'Y (P»-<'*)(p*-c»)(p?-6»)(pî- 

Si l'on pose 



c«)' 



(20) 






dp 



v/(p»-6')(p»-c«) 

dpi 

/-(pî-6»)(PÎ-c»)' 
^pt 



»/(p|-^')(?|-c*) 
la seconde des équations (3) devient 

(21) (Pî-Pl)^ + (p'-pl)'^ + (p'-PÎ;^ = o. 

Si l'on fait Xjc=xDx, •■ -, ^jc=X^^-'f • • • «l^ns les condi- 
lions (i3), que Ton remplace ensuite-^—» ••• par leurs va- 
leurs (B), ces conditions deviennent 



âp p 



dDy 



+ -:^ ^(D--i) = o; 



(22) 



dp p» — c* 



<)E, 



i=r^(E'-') + zr=ii(E--^') = "' 



y pour p = p». 



dp p 
^-H l(E,-.) + ^(E,+ .) = o, 
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Occupons-nous maintenant des conditions (i i) relatives à 
p = 00. Elles se décomposent dans les suivantes : 



dp 






dp\ 


• • • ï 




, d^x 


• • • ï 




dp 


. , . , 






. . . , 





dpi 



^P 



?î 



Remplaçons maintenant les JU et les <D^ par leurs expressions 
en D etE, puis -r-j -^» ••• par leurs valeurs (B); nous obte- 
nons 

Nous chercherons à satisfaire aux conditions du problème 
en supposant les D et E indépendants de p\ etp2. 
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Pour p = oo, on a //=:i et li\Xy h\yy ... ont des valeurs 
finies. Pour une valeur extrêmement grande de p, les coordon- 
nées Xy Xj z sont proportionnelles à p. Il suit de là que Ton 
doit avoir 



dDj: 


dDy 


dD, 

p-y- =0 




dE:r 


dEy 


dEz 


pour p = 00 

1 



pE:r=0, pEjr = 0, pE- = o 

Mais, pour une très grande valeur dé p, on a dÇ=-^; les 
conditions précédentes deviennent, par suite, 

I dD^ _ I dDy _ i^ dDz _ 

p dli ~^' p rfç ■~^' p rfc ~^ 

Dx = o, ï>y = o, D- = o 

p É^î ^' p rfç ^' p dr: ^ 

pEa: = 0, pE^ = 0, pE3 = 

Les fonctions x, y y z, yz, zxj xy, substituées à <p, satisfont 
à réquation 

()* Cp d^O <)* CD 

et, par suite, à Féquatîon (21), c*est-à-dire que Ton a 



(PÎ-P?)^^ + (P*-pl)-j§^ + (P*-PÎ)^ = o, 



En ayant égard à ces relations, si jron substitue à 9, dans 
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réqualion précitée, les fonctions ^Dj:, jD^, zDzyX^^jc, zxEy, 
xfEz, on trouve 

= o, 



d^^ X dHi dHi 

d^Dy 2 4r dDy __ 
d^^ "^ r c^Ç "5t~ ~ ""' 



o, 



d^Dz 2 d2 dDz 
dHi^' "^ z d^ 'd^ 

d^Ex 2^ djz dEx 

^^Ey ^ ^3^ dEy 

Tc^'^Jx ~ô^ ~d^ 

d'^Ez 2 dxx dEz _ 
d^^ '^ xf d^ dX. -'"' 

Or on peut écrire 

les c étant des fonctions de pi, p,; il vient donc 

d^Dx 2 dp dDx _ 
dX,^ -^ pd^ dX, -"*' ^ 

rfgPy 2 d)/p^—b^ dp y __ 

./Ç' ^ V^ÎZT^ d^ dX. ~ ^' 

e/«Dz 2 ds/p^-'C^ dbz _ 



^Ç* /(p2— 62)(pî— C2) ^î «^S ' 



d^Ey 2 fl?pv/p«— C» fl?Ey _ 



= o. 



^f^Ez 2 g?py/p2_^« dEz ^ 

£/Ç» "^p/^..^^ ^î dX, -^' 

d'où, en désignant par Hj:, . . ., K^:, . . . des constantes arbi- 



3/46 

traires, 
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dDjr H:r 



dDy __ Hv 



<î^4) 



dDz _ H> 

< "" pî — C2 ^ 



rfÇ (p«-^*)(p*-c») 



dE 



X — 



Kv 



dti ^ p'(p«-6«)' 

Nous voyons déjà que celles des conditions (23) qui renfer- 
ment des dérivées sont satisfaites. Nous prendrons main- 
tenant 

■~~ Vp p*(p'-''')' 



(•i5) 






•P 



p*(p*_^î) 



Celles des conditions (aS) qui se rapportent aux D sont évi- 
demment remplies. Il en est de même de celles qui sont rela- 
tives aux E; car nous avons, par exemple. 

pEjc=Ka:-j- I 3-^ jy 



valeur dont la limite est o pour p == 00. 
Les constantes Ex, . . . , K.r, ... se déterminent au moyen 
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des conditions (22). Il nous reste maintenant à déterminer les 
valeurs (16). Nous aurons d'abord («) 

rrix = Da: I X df dz:= M'Dx, 

= E^ r //* fl?^ dfdz — Çz^ dx djr dz^ = Ex(G' - B';, 

en désignant par B' et C les moments d'inertie du liquide dé- 
placé par rapport à Oj et Oz. 
En remarquant que 

ôDy _ dDy âp^ ()E- _ dEz ^ 

àjr ~ "rfp" djr' "5/ ~" «?p 5^ ' 

il vient 
On déduit de la première des équations (19) 

àl ^ I X_ 

df .r* r* 2^ p ( p* — b^) 

Après avoir porté cette valeur dans l'expression de a^:, on 
remplacera x par sa valeur en fonction de ^, z, déduite de 
réquation précitée, et Ton n*aura plus qu*à effectuer deux 
hitégrations pour retendue de la surface. 
On pourra aussi poser 

x = p sin6 cos<^, j = /p2 — ^^sinÔ sini]^. 2 = /p» — c» cosO, 
dydz — — /(p«— />>2)(p2— c2) sin«6 cos^^ d^, 

et les limites des intégrations seront o et tt pour 0, et 0,27: 
pour 4. 
On déterminera de la même manière a^,, p^, y^, «/, «j, 



( ') II ne faut pas perdre de vue que les D et E et leurs dérivées par rap- 
port à p sont constants pour la surface. 
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(/) Le corps est une sphère. — Supposons que, pour Tei- 
lipsoïde, on ail obtenu une intégrale de la forme 



ff^9i ?u pî, ^, c)dpidpt, 



rînlégrale s'élendant à la surface entière de Tellipsoïde. Pro- 
posons-nous de déterminer la forme que prend cette intégrale 
lorsque Tellipsoïde devient une sphère. Nous poserons b = ec, 
et nous remplacerons les variables pi, p2 par les variables 

^ c ec 

A = — , {x= — ; 

Pi pî 

puis, dans les résultats de la substitution, nous ferons e=ro, 
c = o. On voit, en effet', que la deuxième et la troisième des 
équations (19) se réduisent respectivement à celles d'un cône 
de révolution autour de Taxe Oz et d*un plan passant par cet 
axe. Toutefois, cette observation est ici sans importance, at- 
tendu que nous continuerons à ne considérer que les secondes 
expressions des valeurs (16), où pi et p2 n'entrent pas explici- 
tement. 
Pour 6 = G, c= o, les formules (1^) et (aS) donnent 



dD:c 

dp ~ 


7' 




D:.= 


I 
3 


Hx 


dE:c 

dp ~ 


Kx 

1^' 




Ex = 


I 
~ 5 


Kx 



£n substituant dans les conditions (22), on reconnaît que 
tous les H ont la même valeur 

et que les K sont nuls. Il résulte de là que les m ont pour 
valeur 

(26) m=--, 

2 
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que les autres conslanles (16) sont nulles. Les termes relatifs 
à la rotation disparaissent, ce qui devait être; de sorte qu'il 
suffit de supposer que la sphère n'est animée que d'un mou- 
vement de translation } et Ton retombe sur une question qui a 
été traitée plus haut. 

(g-) Pendule terminé par une sphère. — En désignant 
par Q l'écart du pendule par rapport à la verticale de suspen- 
sion, la formule (18') donne, en ayant égard à la valeur (26), 

[A-h /^M-+- ^'Vîl ^ =- (M - M')^/sin0. 

En désignant par X, V les longueurs du pendule synchrone 
dans le vide et dans le liquide, on a 



. A-+-M/Î ., ^ 

^ = TVi > A 



(«^t)" 



Ml ' (M -M')/ 

M' 

Si Ton suppose que tt soit assez petit pour qu'on puisse en 



négliger le 


carré. 


on trouve 








X'^xfi-i- 


'm. 


en posant 






l 






V = 14- 



Ainsi le liquide a pour effet d'augmenter la longueur du 
pendule synchrone d'une quantité proportionnelle au rapport 
de la masse du liquide déplacé à celle de la sphère. 

De ce que X> /, on a v <! = i ,5, tandis que, d'après les 
expériences du général Duchemin, dans l'éau, v serait compris 
entre 1,6 et 1,7. 

§ II. — Des ondes liquides, 

75. Lorsqu'on agite l'eau en un endroit de sa surface, on 
voit aussitôt se former des ondes qui se propagent circulaire- 
ment autour d'un centre et qui sont dues aux élévations et 
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aux abaissements successifs du fluide au-dessus et au-dessous 
de son niveau naturel. 

En supposant que les vitesses des molécules liquides soient 
très petites à Tinstant initial et qu'elles continuent à rester 
assez petites pour qu'on puisse en négliger le carré, et en di- 
rigeant Taxe Oz dans le sens de la pesanteur, nous avons, 
pour les équations du mouvement du liquide, 

^ ^ ^ d«<p (^««p (J««p _ 

Nous ferons coïncider le plan œOx avec le niveau statique 
du liquide. 

Si nous suivons une molécule dans son mouvement, la 
première des équations (i) nous donne 

\ dp _ dz d*^ d^o dx d^^ dy d^o dz 
p ^ ~~°di ~dt^ ~~ dtdx 57 "" dtdf dî ~ dt dz di 

do d'^o d^o do d*o do d^o do 
~~ ^ 57 ^ dt dx dx dtdf dy dt dz dz 

_ (^cp d'cp j d r do^ do^ ^?'l 
~^di ~ dt^ "^ 2di [dÎTï "^ 5^ "^ d?\ 

OU simplement 

\ dp _ d^ d'^o 
^^^ p di ""^'dz "It^' 

La pression restant constante à la surface, nous avons la 
condition 

o X do d^o 

O) ^dz^-dii P«»r^ = ^- 

La profondeur h du liquide étant supposée constante, on 

devrait avoir -r^ =o pour z = h. Mais, pour nous rapprocher 

des conditions de Tobservation, nous admettrons que celte 
profondeur est assez grande par rapport à l'étendue des oscil- 
lations des molécules liquides, pour que nous puissions la 
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considérer comme infinie. Nous aurons donc celte seconde- 
condition 

(4) ji ~ ^ P^"^ 3 — 30. 

Si nous désignons par M une fonction du temps, et par nir 
n, a, (3 quatre constantes réelles arbitraires, la seconde des 
équations (i) et la condition (4) seront satisfaites par 

Cp = M e- = V^"»'-^- "'(508/72(07 — a)cos/i(j — ?). 

£n portant cette valeur dans la condition (3), nous trouvons- 

d'où 

M = Am,n sin t v/^ v^m* ^- //* -+- A',„,„ cos t \/g v^/n* -+- /<* , 

A/n,«, A',n,n étant deux nouvelles constantes arbitraires. 
Nous pouvons donc écrire 

o = 2 e- « v^'"'+'»' ( A,n, ;» sin f v/^ V w^^^//* -h A',n,rt cos t \/g s/m^^^ ) 

X cosm(x — cl) cos/i(.r — 3), 

expression dans laquelle le signe 2 s'étendra à toutes les va- 
leurs possibles de /w, «, a, (3, A;„,;„ AJn,». Comme cette valeur 

satisfait à la condition -yr = o, quel que soit z, on voit qu'une 

molécule éprouve la même pression pendant toute la durée 
de son mouvement. 
Nous supposerons que les vitesses initiales sont nulles, ce 



(') L'équation (3) étant satisfaite, quel que soit z^ on a 

'dz^ ~ ôT' ôz ~ g 'dt^' 
ou, en vertu de la seconde des équations (i), 






équation due à M. Boussinesq et qui a servi de point de départ à ce savant 
dans ses recherches sur le mouvement des ondes liquides. 
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qui aura lieu si, après avoir enfoncé un corps solide jusqu'à 

une certaine profondeur dans le liquide (laquelle d'ailleurs 

doit être très faible, en raison de Thypothèse que Ton a faite 

sur la grandeur des vitesses) et, après avoir donné au fluide 

le temps de revenir au repos, on retire subitement le solide 

pour abandonner le liquide à Faction de la pesanteur. La con- 

j. . c>cp d(D âcp ^ . 1 

dition que -p=o, -~ = o, -^^ = pour ^=0 exige que les 

A'm.n soient nuls, et Ton a alors 

(5) cp = 2e-«/'"'-^'''A,„,«sinrv^V^m*-f-/i*cos/w(x— a)coSrt(j— p). 

Soient z' Tordonnée du point (.r, j) de la surface à l'in- 
stant t; z\ sa valeur pour ^=: o : l'équation (3) peut se mettre 
sous la forme 

d'où 
et 

(7) V^^2o= 2 s/m^-f-n^ Ay„,n cosm(x — a) cos«( j — p). 

Pour toute l'étendue du contact du solide et du liquide, z^ 
sera une fonction donnée /(.r,j); d'où 

(8) 3'o=/(^,r) = ~ 2 )/m*-+-ni A;„,„ cosm(x ■- a) cos/i(r — p); 

en dehors de cette étendue, z'^ sera nul. Comme on le verra 
ci-après, la relation (8) permettra de faire disparaître les arbi- 
traires que cp renferme. 

76. Mouvement du liquide lorsqu'il est contenu dans un canal 
DONT LA LONGUEUR EST INFINIE. — Nous supposcrons que : I** les 
parois latérales sont verticales; 2° le plan xOz est équidistani 
de ces parois; 3° l'ébranlement initial est tel que les molé- 
cules fluides n'éprouvent pas de déplacements parallèles à 
Oj : c'est ce qui aura lieu si le solide partiellement immergé 
est un cylindre transversal. 
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Comme cp est indépendant de y^ on devra faire, dans ce qui 
précède, 71 = 0, f{x,x) =J{œ), et l'on aura 

|«p = I^e-'n^ Afn sint ^mg C08m(x — a), 
/(•^) = -7- / V^AmCOSw(ar— a). 

Une formule de Fourier donne 

(2) f{jc) = - I dm lf(oi)cosm{x — a)doL, 

rintégrale relative à a se rapportant uniquement à la largeur 
de la zone superficielle de l'ébranlement. 

Si Ton désigne par 2/ cette largeur et si Ton fait passer Oz 
par son milieu, on peut écrire, en remplaçant le périmètre de 
la section du segment immergé par sa parabole osculatrice ei 
en désignant la flèche par h, 

(3) .;=/(.r) = //(^^'). 

On remarquera que 

(4) Çl=J f{x)dx 

est Taire de la section immergée du cylindre. 

En identifiant les valeurs (i) et (2) de/(d?), on trouve 

*" }/m 

et Ton a, par suite, 

(5) cp= ^ r dm C f{oL)e-^^~^cosm{x — oL)doi, 

Posons 

r = ^z^-^{a: — a)*y tang<|/ = " > i=z)/—i 

z 

et 

Ik =z-i-i{x—a) = r(cos<l/ -h f siin^), 
k' = z — i(x—a) = r(cos^ — i sin<|/), 
m = ««. 
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Comme loul est symétrique par rapport au plan j^Oz, il suf- 
Ora de considérer le mouvement de la masse liquide située du 
côté des X positifs. 

En remplaçant, dans la formule (5), cos/w(.r — a) par son 
expression en exponentielles imaginaires, on trouve 

(7) ? — —■ / ^" / /(a)(c-^"*-i-e-*'"')sin«rv^.û?a- 



On a 



ou, en faisant Ç=:r/, 

(8) Y = '^f- f e *■*" dv 

ou encore 



ty/rr /-» -g^"'-'> 



Y= -'^(cos^J^ — fsin<j^) / 6' ^f- ^ ^ dv 

^- -jy(cos<^ — ^sinij^) / e *'' ^ | cos p^— ^ — 7 — -\ 

r ffr»(i-.«>sin4^ 1j^^. 



-f- f sin 



(') Soient 6 un coefficient réel, a une constante positive ou bien imagi- 
naire, mais dont la partie réelle est positive. Si l'on difTérentie par rapport 

à 6, l'expression 

/^« 
Y— / e— «"*sin6M.c?M 

et que l'on intègre ensuite par partie par rapport à u^ on trouve 



db 



— / e-'^'** cos bu. u du = i — i-hbl e-^"*sïa bu. du] 

Jo ^ci\ J^ J 



d\ 6Y I 

-T^ H =0. 

db 2a 2a 
On déduit de là, en remarquant que Y est nul avec 6, 



Y ^ / e^nd:,. 

2a J. 
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On a, de même, 

,|-g/'(.-c>«)sin^jj^^. 



— « sin I 
par suite, 



(9) 



el, en remarquant que cosJ;= ^, sin^L = '^^I-?, on obtient 

r ^ r 

finalement 

A la surface, ou pour z = o, on a r = .a? — a, et 
d'où, en vertu de la formule (6) du n° 75, 

Comme une intégration par partie donne 

Jo 4(.^ — a) i{^x—fx)j^ 4(^ — 3c; * 

Texpression ci-dessus se réduit à 
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En idenlîfianl celte valeur à celle que l'on déduit de Téqua- 
tion (5) [eu égard à la formule (6) du n° 78], on trouve 

/ f(oL)da I cosm(x — a)cos t^mg dm 
= — / fWdd I COS^TT T / ^; 



d'où 

(II) 



j/: 



cos m(x — a ) cos t ^mg dm 






4{^ — a) 



Premiers mouvements du liquide à la suite de l'ébran- 
lement, — Si ^ est suffisamment petit, et si l'on considère des 
molécules suffisamment éloignées de l'ébranlement, la quan- 

tite y— sera petite et 1 on aura 









En portant cette valeur dans la formule (8) et posant 



on obtient 






Mais on a 

Ao= I, 

A«= j;;— rA«-i> 
d'où 

2«(l.2.3...«) 



A„ = 



1.3.5.7. ..(aA^ -M)' 
par suite, 

ik L 1.3 ik ^ 1.3.5 \ik) "y 
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Si Ton remarque que 

^ = ^(cosi^ — fsin<l;)«= ~(cos/2i^ — /sin/zi).), 
Texpression précédente devient 

t s/ s r I st'^ 

Y = -î^ cosiV — isimp ^*^— (co8 2d^ — fsina^l) 

ir Y ^ ^ 1 .3 ar ^ ^ ^^ 

H ^-^(cos3t^— «sinS»)^)... L 

et Ton obtiendra Y' en y changeant le signe de i. On aura 
ainsi 

/• L *-3 ar ^ i.3.5\2r/ ^ J 

La formule (7) ou 

h) ^=vjy /(a)(Y + r)rfa 

fera ensuite connaître le développement de © suivant les puis- 
sances de t. Mais ce développement sera en défaut dans l'éten- 
due de rébranlement; car r, qui se réduit à a? — a, s'annulera 
entre oî = — / et oî = /. 
S'il s'agit d'un point assez éloigné de Tébranlement pour 

/ a 

qu'on puisse négliger -5 par suite — » devant l'unité, les va- 

X X 



leurs r = sjz^ + x'^ , tang^j^ =: - devenant indépendantes de a, 

l'intégration pourra s'effectuer dans la formule (h) et, en se 
rappelant la signification de û, on aura 

(h') tù=ê- — cosd^ ^^cosailH ^f — ) cos3<l — ... . 

^ ^ ^ 7cr L ^ 1.3 ar ^ i.3.5\2r/ ^ J 

Quelque petit que soit t et quelque grand que soit r, les 

vitesses -pj ~ auront des valeurs finies; d'où il suit que 

l'ébranlement se transmet instantanément dans toute la masse 
fluide. Si l'on veut connaître la loi du mouvement aux pré- 
vu. 17 
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miers instants qui suivent Tébranlement, ii suffit de s'arrêter 
au premier terme du développement de 9 ou d'écrire 

d'où 

â(^ _ iQfft zx __ ilgt sinai)^ 

dcp _ ii^^ .r' — 2* _ i2^r COS2 4' 

âz ~ "ïT (3*-+- j:»)=« "" TC r^ ' 

et, pour la vitesse résultante, 

Zo/.ç ^M^ suit le moiwement lorsquUl est sur le point 
de s'éteindre. — C'est ce qui aura lieu au bout d'un temps 
considérable. 

En faisant i — (^2 = w dans la formule (8), on obtient 






Si l'on pose 
on a 

Si on laisse de côté le cas où ^ est très voisin de go®, er'" 
devra être considéré comme une petite quantité. 

En intégrant par partie et remarquant que le développe- 
1 
ment de (i — m)' est encore convergent quand 11 = i, on a 

Jf f du=^—i{ — i4-m / ff-m» /i — a éfw ) 

I Jo L ^ ï-^Vv F.2.3...P Va/ J| 
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Si Ton intègre par partie, on trouve 

^p= I e-ff^^uP du— ^ ( e-'" — p [ e-'»^^uP-'^ du]— — h -^ An.i 

Jo "^\ X ) m m P 

et Ton a, de plus, 

Ao = 1 

m m 

En limitant le développement ci-dessus à un nombre res- 
treint /? H- I de termes, on pourra calculer A^ en négligeant 
^""*, et l'on a alors 

_ 1.3. ..p . 

par suite, 

/*_tf-'«^ , _ 1 r - J_ i»3 I.3.5.. J2/? — 3) 1^ 

/"r^^ ""'^^ L'"^ aw"^(2w)2 ■^"•"^ (2^)/»-! J' 

Il vient donc 

''=4hJ^■■Klâ^ -■"•<-->(i^.)'] 

ou encore 

T r 2/* / 2/* \' H 

Y = —7= iH ^(cos»^ -f-/sin<^) -^"'•3 ( ^ ) (cos2<j^-4-/sin2<j^)-i-. .. . 

On obtiendra Y' en changeant le signe de i dans cette ex- 
pression, et Ton aura 

Si Ton considère une molécule assez éloignée de Tébranle- 

ment pour qu'on puisse négliger — devant Tunilé, les quan- 

tités ret 4^ devenant indépendantes de a, la formule {b) de 
l'article précédent donnera 

2Û r 2rcos4' o f'^'* \' I 1 
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En partant de là, on voit que -~ est négligeable devant 



-^« Comme la vitesse 
dz 






réduite à son premier terme, est positive, le mouvement final 
se fera dans le sens de la pesanteur. 

Propagation des ondes à la surface. — On déduit des 
formules (lo) et (3), en substituant m à (^, 

(12) z'=~^l du . -cos^— ^^ doL. 

Dans le voisinage de Tébranlement, z' ne présente rien de re- 
marquable; c'est seulement dans la partie qui en est éloignée 
que la propagation se fait suivant des lois régulières. Nous 

/ a 

supposerons donc que -•, par suite — est très petit, ce qui 

permettra de remplacer (x — a)^ par x-. En ce qui concerne 
le cosinus qui entre dans l'expression de z', on remarquera 
d*abord que Ton a à peu près 

4(.r — a) 4a: ^x x 

Si Ton désigne par n le plus grand nombre de circonférences 
contenues dans ^ — y on pourra écrire 

t^X 



4^^ 



e étant inférieur à 2:r, et l'on aura 

cos^— ^^ = cosecos (awir -f-e)- — sinesm (^awir-he)- 

4(x a) L • j;j |_ x] 

OU, à peu près, 

gt^{i—u^) l x\ . . / x\ 

2— — = cosecos(2/2'7r- ) — smesini 2/i7r- ). 

4lr-a) V a/ V a/ 



cos^ 
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Si ~ j par suite /i, est assez petit pour que a/ZTî— reste 

très petit, la valeur du second membre de l'expression précé- 

dente se réduira très sensiblement à cose=cos^ — —, : en 

d'autres termes, on pourra négliger a devant x sous le cosinus 

delà valeur dez'. Mais, si 7 — est suffisamment grand, le sinus 

^x 

ou le cosinus de 5t/iTr— pourra devenir du même ordre de 

X 

grandeur que sine ou cose, et il ne sera plus permis de né- 
gliger ^ s 
tinguer : 



gliger - sous le cosinus de z\ Nous avons donc deux cas à dis- 

X 



Premier cas : y— n'est pas très grand. — On a 



(i3) 



l 2'= — ^,-— - / (/*— aï)c?a / cos*^— ~ du 






Si Ton pose 

r\ ,„ , 4*(i.2.3...a/2) 

A,„=J^ ('-«')'"^= ,.3.5...(4.^.) ' 

on trouve, pour le développement en série de z' suivant les 
puissances de ^, 

3ti^2 L 2 \ix) "^2.3.4 \4-^/ 2.3.4.5.6V4^/ J 



OU 

(i4) 2'= 



?^Tzgt^\ix) L 1.3.5 Va^/ 1.3.5.7.9 V2^/ J 

Si l'on s'en tient au premier terme de ce développement, qui 
est positif, on voit que, à une distance sensible de l'ébranle- 
ment, le liquide commence à éprouver un abaissement au- 
dessous du niveau et que cet abaissement est proportionnel au 
carré du temps et en raison inverse du carré de la distance à 
l'ébranlement. 



262 HUITIÈME PARTIE. — CHAPITRE YlII. 

L'équalion — = o déterminera, à un instant donné, les 

points les plus iiauts et les plus bas de la surface, points qui 
seront les sommets des ondes qui se propagent. Si Ton pose 



(£)*-• 



cette équation devient 
3p' 



( , ?^ 

] 1.3.^ 



5 1.3. 5. 7.0 

(i5) < ^ ^ 

ï. 3. 5. 7. 9.11.13 1.3.5.7.9.11.13.15.17 

ses racines réelles et positives/?!, /?2, • • -, dont le nombre est 
infini, forment une suite croissante; mais on devra rejeter 

celles qui sont trop grandes, puisqu'on a supposé que j— > 

par suite /?, était une petite quantité. 
Pour une racine quelconque /?/, on a 

(16) ■ .r=-£^. 

Le mouvement apparent de chaque ordonnée maxima, posi- 
tive ou négative, sera donc uniformément accéléré et sera in- 
dépendant de rébranlement. La distance horizontale de deux 
sommets consécutifs ou longueur d'onde a pour expression 
générale 

On voit que cette longueur varie proportionnellement au carré 
du temps ou à la distance à Tébranlement. D'après la for- 
mule (i4)» l'inverse a lieu pour les hauteurs maxima. 

Les ondes correspondant à p\y.p2y pz, • . . sont de moins 
en moins rapides, et nous avons, pour les deux premières, 

^f« /il hl 

Pi== 9,4482, x=:o,3253^— , z'= 3,6777 — = 0,6982-» 

/>2=7ij5, a: = o,iï83^— > r.'=— 25,ii4 — r = — i,45i2 — 

'2 S^ ^ X 



hydrodydàmjque. 



263 



.^ 



Second cas : j — est très grand. — L'équation (12) peut se 
mettre sous la forme 

J 2it/«J_^^ {x-a)^J^ 4(^-a) 

= .J* /''(;._,.)rf.^^r r.osSÇil^^du- fcos^^^e^l 

Si nous posons 



gt' 



4(x — a) 



m, 



(^) 



nous avons d'abord 

/eosm{i— u^) du = C08 m I cos mu!^ du -\-Sïn m j sinmu^du 

I I / TC 

f = -1/ — (cosw H- sinm) (*). 

l 2 y 2/w ^ ' 

En intégrant successivement par partie, on obtient 

/ r* 

I ; cos/w(i — w*)fl?z^ 



(/) 



/ 



= - / COS/W(l— «2) _ I sin;y2(i_^2) 

2jj ' W 2/wJj ^M« 

I 3.5 r- . , ^.rftt 

(2/w*) {imy J^ ^ u^ 

I 3.5 3.5.7 r* / ,xrf« 

= , -r — , TT- -i- ^ ^. I COSW.{l — tt«) - 

(2/n') (2m)* (2/W)* J, ^ tt* 

I 3.5 3.5.7.9 r* . , ,, du 



3.5 , 3.5.7.9 



(2m)* (2/n)* ' (2/»)* 



(■) En posant 



"=v/5 



y, on a, par exemple, 



/ cosmu^du — i/ / CCS ~-'^— — - 4/ 
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En ayant égard aux valeurs (e) et (/) el à celle de m, on 
trouve 



»^ — «)V« 4(-ï- — a) 

j .(x-«)H 4<^-«> 4(x-a)J 

Si t est suffisamment grand, on pourra négliger ses puis- 
sances négatives, et, en se rappelant que - est censé une pe- 
tite fraction, réquation (12') deviendra 

(12") 2'=-^ f (l'-oL^)-i/^\eos- ^^' -Hsin /^' 1^«. 
2ic/*j_/ 'xy '2.r L 4(-^ — a) 4(-a^ — a)J 

D'après ce qui a été convenu, la quantité 
a une valeur quelconque, et Ton a 

X \ IX \ Ix 

Si Ton pose 

a = /p 

et si on néglige les termes de Tordre -i on trouve 

— 5 = ç — h vp: 

4(x — a) 4^7 '^ ' 

il vient alors 

'-''\/ik\ (cosg-+-sing)^\.-P«)co8XP.dp 

La seconde des intégrales de z' est nulle, puisque ses élé- 
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menis sont deux à deux égaux et de signe contraire; la se- 
conde se réduit facilement^ et on a finalement 

expression qui devient nulle pour 5^ = oo ou ^ = oo, ce qui devait 
être. 
Si nous posons 

nous avons 

La fonction T est périodique et son maximum =h v^2 a lieu 
quand J — est un multiple quelconque de tt, augmenté de - • 

De ce que y — est très grand, T varie très rapidement et passe 

dans un temps très court t d'un maximum positif à un maximum 
négatif. En négligeant t^, on a 

^X ^X IX 

ou, en exprimant — au moyen de x, 
oc 

- lÛ. 
y/ëï 

Pendant cet intervalle, x et X ne variant pas sensiblement, on 
peut se représenter chaque point de la surface comme exécu- 
tant, dans le sens vertical, des oscillations dont la durée est t 
et dont Tamplilude varie très lentement par rapport à cette 
durée. L'amplitude sera 2\/2X et variera en raison inverse de 

La fonction T varie aussi très rapidement par rapport à x; 
ses maxima positifs et négatifs se succèdent alternativement 
à de très petits intervalles dans toute l'étendue de la surface; 
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les uns répondent aux ondes tracées en relief et les autres aux 
ondes tracées en creux, et la petite distance l entre deux som- 
mets consécutifs peut être prise pour la largeur d'onde. En né- 
gligeant ^2, on a 



4x 4(-^-i-^) 4-^' 



= iï, 



d ou, en exprimant -; au moyen de x> 

X 

Comme on le voit, cette largeur varie avec le temps en un 
même point et d'un point à un autre au même instant; mais 
elle reste la même toutes les fois que la durée r Test aussi, et 
Ton a 



vf- 



Les racines positives de Téquation X= o ou 

(a) tangx-X = o 

détermineront à chaque instant des points de la surface qui 
n'auront aucun mouvement vertical et qu'on pourra regarder 
comme des espèces de nœuds mobiles à cette surface. L'es- 
pace compris entre deux nœuds consécutifs, forme un groupe 
d'ondes que l'on peut considérer comme une seule onde den- 
telée qui paraît se mouvoir, en s'élargissant, en raison de la 
différence des vitesses des deux nœuds qui la terminent. Pour 
une racine quelconque x,- de l'équation (a), on a 

et le mouvement de chaque nœud est uniforme. On a, pour 
les mouvements des trois nœuds qui vont le plus vite, 

PourXi= 4,4934.... x=o,%^5^ts/^ 
» X, = 7,7248.... ^=0,1799//^ 
» Xj = II ,0014 X =o,i5oy t\^gl 
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Si l'on veut connaître, à un instant donné, les points de la 
surface qui font les plus grandes oscillations verticales, on 

a, pour les déterminer, l'équation — ~ o, el en remarquant 
que j^ = -^ cette équation devient 

(?) ^4x'— 9)tangx-+-9X = o. 

Elle n'a pas de racines réelles entre o et f: si x>i> elle ne 
peut en avoir que dans les quarts de cercle de rangs pairs, 
et elle n'en a qu'une seule dans chacun de ces quarts de 
cercle. Pour uneracine quelconque x'^» on a 

(n .- = ^. 

On voit ainsi que les points maxima des oscillations se meu- 
vent uniformément avec une vitesse qui, comme pour les 
nœuds, est proportionnelle à s/L Mais, comme x <X<» ^^ P^'^" 
mier maximum précède le premier nœud, ensuite il y a un 
maximum entre le premier et le second nœud et, générale- 
ment, un maximum pour chaque onde dentelée. C'est à ces 
maxima qu'il convient de rapporter le mouvement de ces es- 
pèces d'ondes. Ainsi la vitesse d'une onde dentelée sera pour 
nous celle qui correspond aux plus grandes oscillations verti- 
cales. 

Soit K =r: 2 y/2X l'amplitude qui correspond à x = Xr On a, 
en substituant dans X les valeurs de*sinx|., cos x' déduites de 
l'équation ((3) et la valeur ((3') de^, 



— 1^ 4*/li 



3 



La fonction 



/(2Xi'-9)*+8iX? 



/Ux*-9)*+8ix* 



croît à partir de x = o jusqu'à la plus petite racine % de l'équa- 
lion ((3), puis elle croît ensuite indéfiniment à mesure que % 
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augmente. Il suit de là que les deux premiers maxima sont les 
plus grands et que, vu la valeur (i8), les autres forment une 
suite décroissante dans le sens où ils se rapprochent de l'ori- 
gine des ondes. 
On a 

i*^ X; =1,8359, 

d'où 

a: = 0,3691 r/^/, K= 2,3527// ^;^=J,4a93//^p 

X = 1,7118/, T= 2,31914/-; 

%' x; = 5,8958, 

d'où 

X == o,iko5y t^gl. K = 0,6878/M / — = o,3iai/i 1/ — > 

X=o,533i/. T = 1,3938 v'^: 

3» X;= 9,1861. 

d'où 

X = o,i649t/g'/, K= o,4o3o/i l/^ = o,a85o/< 1 /- > 

X=o,34ao/, 1=1,03641/-; 

4° x'4= '2,387a, 

d'où 

X = 0,1421 t\/gl, K = 0,2741 // i/'^i ^ ^' '9^^^' V i' 

X =0,3420/, T=i,o364l/-- 

77. Mouvement du liquide lorsque le niveau est indéfini en 
TOUS sens. — Reportons-nous à la formule (8) du n*» 75. Nous 
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avons, par une extension de la formule de Fourier (*),. 

f{^^ jr) = ^ y J dm dnJjf(oL, P) cos m (x - a) cos n {y— S ) rfa d^ , 

d'où, par comparaison avec la formule précitée, 

A,„,„ = ~ rr4^~ dmdnfi,^, ^)doLd^, 
et la formule (5) du n« 75 devient 

-^JJf^^^ P)sinr v/^ ^m^-hn^ cosm(x - a) cos/2 (jr — p) rfa rfp. 

£n posant 

(/w=ttCOStt>, /j = Msina), 

(2) j 

f .r — a — pcos6, j^— P = p8in6, 

on devra, dans la formule (i), substituer udoidu k dm dn et 

les limites de w, w seront respectivement 0,00 , et o,-: on 

1 

obtiendra ainsi 

2'^Vo -/> JJ (-+-cos[«pcos(a)-4-e)]\ vo V t' 

Celte valeur est indépendante de Tangle que l'intégration 

- (*) En considérant y comme un paramètre arbitraire, on a 
fi^yy)—- f dm I /{oLy y) cos m {x—0L)d3L, 

/(«, y)='- f^ dnJfioL, p) cosn(y - p)rfp, 



et de même 



d'où la formule du texte. 
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par rapport à oj fera disparaître, car on a 

1C 



3Â / i cos[«pcos(a> — 0)] -f- cos[«p.cos(w -h 6)] j rfw 

= { — cos[mp cos(w — 6)] -+- cos[«p C08(a) -f- 6)] ( =0. 

Il est donc permis de faire 6 = 0, d'où 

(3} (j) = ^ / û^ r e-»*co8(Mpco8to)rfai r//(a, P)sin^/^V"«^a^• 
Posons 

1 « ? 

I Z -- / du î e-^^ C08 {up Costa) d(jii 

I = I dt»i I <?"»-cos(«pcosa>)rftt. 
Une double intégration par partie donne 

^««COSCttpCOSw) rf«= -; r ;— , 



par suite, 

(5) Z 






_ r^ (h 



COS'O) 2/2» H- p« 

On remarquera que la formule (4) conduit à 

M'* C?tt I e-»- COS(ttp COS(ii)dui = (— l)'» -T-;^ . 

La surface immergée du corps solide peut être considérée 
comme se confondant avec son paraboloïde osculateur 

(r* r'\ 

h étant la flèche ei l'>i' les demi-axes de la section ellip- 
tique à fleur d'eau. 
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Soient A, B le volume et le momeni d'inertie par rapport à 
Oz du segment solide immergé; on a 

\ I lfiJ^,j)dxj;df=o, I l/(-r.jr)fdxdx=o. 

Premiers moui^ements du liquide à la suite de r ébran- 
lement. — Si, dans la formule (3), on substitue le développe- 
ment 

s/u^mts/gii = uty/g ^^-^ -t- -^~- -. . . , 

et, si Ton a égard à la relation (6), on obtient. 

D'après la valeur (5), la série entre crochets sera d'autant 
plus convergente que ^ sera plus petit. Mais, quelque 

petit que soit /, la série sera en défaut pour des points de 
rétendue superficielle de l'ébranlement; car, comme z = o, 
p s'annulera dans cette étendue. 

S'il s'agit d'un point situé à une grande distance de l'ébran- 
lement, on peut négliger a, (3, respectivement devante? et^, 
et, si l'on pose 

on a 

(5') Z = 



1 v/^' -h /•* 
11 vient alors 

kgt fdZ j>/« d^Z gU^ d^Z \ 

On déduira de là les vitesses horizontales 

^? _ ^? ^'* _ ^? '^ d<^ _ d(f y 

àx'' dr àx^ dr r djr'^ dr r 

et leur résultante sera —■ et sera dirigée suivant r. 
or 





- ^S" 




7 ~" 3 ' 




2Tr(2«+r*)» 
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Pour connaître les lois des premières vitesses, on conser- 
vera seulement le premier terme de la série, ou on prendra 



d'où 



La première de ces vitesses étant négative, les molécules 
commenceront à se mouvoir dans le sens horizontal en se 
rapprochant du lieu de l'ébranlement. 

Lois que suit le mous^ement lorsqu'il est sur le point 
de s'éteindre, — Nous devrons développer cp suivant les puis- 
sances négatives de t. 

Nous poserons 

s -f- ip COS ta — k, z — ip cosw = k' 

et nous continuerons à écrire 

Jr ^"'* sinut ^g du = Y, j <?-"'*' sïnut ^gdu = Y', 

*^o 



d'où 



s 

f 





-""^"'sinMri//?//' du = r-r- • 



L'équation (3) devient alors, après y avoir remplacé u 
par u^j 



g^o 



Si Ton excepte les points de la surface et ceux qui en sont très 
voisins, nous avons, d'après le n* 76, 
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d*oii, en remetlant pour k ei k' leurs valeurs, 

Y y;_ 2 r 7.Z 12(3* — p*C08'a>) i2o(z*— Szpcoso)) 1 

En multipliant parrfw, intégrant deo.) = oà&) — - et diffé- 
rentiant deux fois par rapport à t, on obtient 

expression dans laquelle on devra remplacer p^ par 

pî = a?^ -}- ;^î — 2 a.r — 2 pj -h a* -+- p*. 
Nous avons donc, en ayant égard aux formules (7), 

2A 24A3 [(23» — 37» — J«)A~-B] 







' Itg/* -Kg* fi 




izgH-' 


d' 


où. 


si t est suffisamment grand, . 








do _ 

dz ~ 


24 A 


} 








36oA^ 
r.g'0 ' 








d<p_ 


360 Ax 








dx~ 


Ttg^f 





On voit ainsi que, si le temps écoulé est très considérable, le 
mouvement horizontal des molécules est insensible par rap- 
port à leur mouvement vertical. La vitesse finale verticale est 
indépendante de leurs coordonnées et varie en raison inverse 
de la cinquième puissance du temps. Comme elle est négative, 
chaque molécule achèvera son mouvement en s'élevant ver- 
ticalement, ce quiestTinverse de ce qui a lieu dans le cas d'un 
canal. 

Nouifelle forme sous laquelle peut se mettre la fonc- 
tion 9. — La formule (3) peut s'écrire ainsi 

VU. 18 
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La double intégration relative à a, (3 ne devra s'étendre 
qu'aux valeurs de ces coordonnées qui répondent à des points 
compris dans Taire de Tellipse de fleur d'eau 

«î ftî 

-4- — =1. 

Pour avoir égard à ces limites, substituons à oe, [3 les varia- 
bles s et ^ définies par 

les limites de s seront o et i, celles de 4»» « et 27: ; d<xd^ devra 
être remplacé par ll'sdsd^ : on aura ainsi 

(ici) 0= Y^ \ du I db} I df I {ï-'S^)e-^^cos{upcos(»i)s'mt^gii.s^udl. 

'^ *Jq «/q */d «/b 

Si l'on pose 

.r = rcos6, j = rsin6, 

on a 

pî = /.!__ 2rj(/cos6 cos^/ -+- /' sinO) -f- .v*(/' cos'tj/ -h /'* sin'<j/ ) ; 

d'où, en développant suivant les puissances de -» 

(11) - = - -h -^(/cos6cos4/H-/'sin6 8iinl^) ■+- 

Propagation des ondes à la sur/ace, — On ne consi- 
dérera que des points très éloignés de la surface, ce qui re- 

r r , 

vient à supposer que j> y sont très grands. 

Premier cas : Le temps écoulé n'est pas encore très consi- 
dérable, — La formule (5') donne, par un développement en 
série, 

-ït/ iz« lL5i*_ ^3.5 £« 1.3.5.7 5^ _ \ 

^"" Vr\~ 7. r» "^ 2.4 r^ 2.|.6 /•« "^ 2.4.6.8 r» ""•••j' 

et la formule (8), qui reçoit ici son application, nous donnera, 
pour z — o, 

A / I gU^ (i.3)« g^t^ (1.3.5)^ gU^ \ 

®"27:V2.3 r3 2.3.4.5.6.7 r5 2.3.4.5.6.7.89./''* "')' 
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ety en posant 



( 



S)■=^ 



on a 



g \àt /z=o ^T^r^ L -i-ii2'»(i.2.3.../i)(2«-i-3)(2//-+-5)...(4/H-i)J 
Si l'on remarque que 

dp îi 

réquation -r- = o, qui donnera les valeurs du rayon r corres- 
pondant aux maxima de z' relatifs à ce rayon, sera 



1.2 .Adj2'»(l. 



2.3. ../0(2/2-h6);..U'*-^0 



Le nombre des racines pi de cette équation est infini; mais 
on doit rejeter toutes les valeurs trop grandes de p, puisque 

^— est censé ne pas être très grand. 

Pour chaque racine/?/ de cette équation, on aura 



r = -^ 
2 



//?/ 



L'onde formée par deux maxima consécutifs s'élargira pro- 
portionnellement au carré du temps; pour cette raison et à 
cause de rabaissement rapide de leurs sommets, les ondes de 
cette espèce ne seront pas trop apparentes. Néanmoins nous 
déterminerons la vitesse des deux sommets qui précèdent 
tous les autres et qui répondent aux deux plus petites racines 
de l'équation (12). 

Nous avons 

a(t X A 

r, = o,36725^, z\= o,i567-j== 4,6472-— pour ^i = 7,4162, 
2 / j fy i 

/•, = 0,1289^— ? 3 2 =—2,1766 — = — 524,04 -y-j^ pour /)2 == 60, 19. 

2 ^2 fy ^ 
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Second cas : - — est très grand, — On admet que -^ est du 

r r 
même ordre de grandeur que 7» 7- 

On déduit de l'équation (10) 

!E 
z' = —^ I du I dui I ds I (i —.ç^)cos(u pcosbi)cost ^ gu.su d^. 

En remplaçant, dans Féquation (11) du n*» 76, .a? -a par 
p cos&i et m par 11, on obtient 

cos(Mp cosco) cost^fiu.du = — ^ — j— / cos^^^ dç: 

^ ^ ° 'ip^cos^oij^ 4pcosa} 

d'où, en différentiant deux fois par rapport à f, 

I C08{up COSbi)COSt^gU,Ufiu 

= — 3,- — ^i r- / cos^-7-^ -dv\, 

<^/2 Lap'cos^to^Q 4pcosto J 

et Ton a, par suite, 

n 

2'=— —53,;/ ; «j?.^^^' / ^w / -- — — cos^-H^ ^^/*c?6. 

2 7r« (^/Vo Jo -^ «A P*COS2a> 4pC0Sw ^ 

En remplaçant x—ol par pcosw dans Téquation (17) du 
n* 76, on trouve, en ne conservant que la première puissance 
négative de g*^, 

, , / cos^-r^ dv 

p*cos*a>jQ 4 p cosco 



= 5-^î r ( COS r-^ h Sm-H^ ) % • 

/ \l \ 4pcosu) 4PC0SW/ t'/- 



3' = '-7= ^ j d9 f dta 

J, V 4pcos<o 4PC08U.; ^^^ I * 
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Si l'on pose 



COSW 

les limites de x seront zéro et Finfini, et l'on a 

= )/idx-\- a:X dx^ 
en faisant 

nr 



(2 /l -h J7Î -4- ^2 v/2-f- J?*) v/2-h JC* ' 



fonction qui s'annule pour ^ =: o et ^ = 00. 
Il résulte de là que 



gf^ dit) 
cos — 



4pcosa> 4 



= /a ; cos ^— >-; dx-^1 I cos*'— ^ xX dx, 

Jo 4.P Jo 4p 

On a d'abord 

f ^^s^^l^^^ dx = (cosp - sinf ) i/^, ; 
puiSy en intégrant par partie, 

Jo 4P ^'Vo 4p dx 

D'ailleurs -j- est de la forme 
dx 

dX. I 

aX r^ ^2 

X' étant une fonction qui, comme X, s'annule pour ^ =: o et 
a? = 00. On a donc aussi 

r* . gt^(i-^x^) dXj 

I sin^— ^ ^ -j-dx 

Jq 4 p rfx 

4^^ 4p 4p/ gt^Jo 4p ^ï^ 
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et, en continuant cette suite d'opérations, Tintégrale relative 
à w se trouvera développée suivant les puissances de la petite 

quantité i /— • ^" "® conservant que le premier terme de la 

V g^^ 
série, on aura simplement 

it 
On trouvera de même 



On a donc enfin 



TT 






Reportons-nous maintenant à la série (1 1), que nous limite 
rons à son second terme, et posons 

/ cos 6 = //«cos«6-i-/'«sin2e cos 0', 



/ ' sin 6 = s/l^ cos* e -f- /'« sin« 6 sin 6'. 
Nous aurons 



I 1 \//«cos*e-4-/'«sin*ô ,, 

- = --^s- cos(<l— 6'). 

En dehors du cosinus qui entre dans z', nous prendrons 
p r= r et nous poserons 



, , v/^*cos«6-i-/'>sin«e 

A- =£'** T-— • 

Comme -j - sont très petits et-— très grand, k pourra avoir 
telle valeur qu'on voudra. 
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Nous pouvons maintenant écrire 

En suivant la même marche qu'au début du numéro actuel, 

dz' 
on établira que -t^ = o; en faisant en conséquence 6' = o, 

on aura 






Ml' d^ I 4/-Jo Jo f . 3/i/r 

r — sin^ 1 ds I sm{kscos^){i — s^)sd^\ 

La seconde intégrale est nulle entre 4» = o et 4» = ^^^9 et 
Ton peut prendre la première entre o et - en quadruplant le 
résultat, d*oii 

if/i/ill' d^\ gt* r* rî ,, ,^^ ,^ ,, 3M' 

Si Ton effectue la double différentialion par rapport à ^ et 
que, en dehors des sinus et des cosinus, on mette 

4kr* 
v//*cos»e-4-/'«sin«e 

on obtiendra des termes en -j — r> — ; mais on ne conservera 
que la puissance de - et 1 on supprimera le terme —^ qui 
est de l'ordre de — • Alors on aura 

(i3) z'= nos g— / ds \ cos(A-.fCOS'l)(i — .y*)j«?4/. 

L'intégrale relative à ^ pourrait s'obtenir immédiatement. 
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mais il sera plus simple de faire 

.vco8'^ = «, jsin<{^ = ^, 

en remplaçant sdsd^ par dadb. L'intégrale relative aux nou- 
velles variables devra s'étendre à tous les éléments d'un quart 
de cercle d'un rayon égal à l'unité; il faudra donc intégrer de 
b = okb = ^i — a^ei depuis a = o jusqu'à a = i. On aura 
donc 

- 

I ds I co8{kscos^)(i — s^)sd^=::ll(i—a^ — b^)coskadadb 

/ (i-a«)«< 



■r I (i —a^)^coskada 



et 



en posant 



z' =K cos f— y 
4r 



K= 4v^/^' / (,_«i/cos*arfa. 



/ (I -««;*( 



3Tzr\/l* cos«e -+- /'* 8in«ô Jq 

Comme j— est censé très grand, le facteur K qui ne dépend 

que de k variera bien plus lentement que cos^ qui passe 

d'un maximum positif à un maximum négatif dans un inter- 
valle de temps pendant lequel K reste sensiblement constant. 
II résulte de là que : 

1° Chaque molécule de la surface exécute des oscillations 
verticales dont l'amplitude 2K varie avec t pour le même 
point, et varie à un même instant d'un point à un autre. 

2^ Si T est la durée d'une oscillation, dont on négligera le 
carré, on a 

4r 4r ~ ' 

d'où 

3» Tous les points situés à la même distance r du centre 
d'ébranlement font au même instant leurs oscillations dans le 
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même temps. Mais ces oscillations n*ont pas toutes la même 
amplitude, puisque K renferme 6. Si de ce centre on décrit 
deux cercles très rapprochés ayant pour rayons r et r -t- X, et 
si Ton détermine 1 au moyen de 

les deux points de ces deux circonférences situés sur une 
même direction polaire exécuteront leurs oscillations en sens 
inverse, c'est-à-dire que, lorsque Tun atteindra sa plus grande 
élévation, l'autre atteindra sa plus basse position. La surface 
liquide peut être partagée en une suite de zones semblables 
qui formeront une série d'ondes circulaires mobiles, en ap- 
parence, à celte surface. La largeur l de Tonde correspondant 
au même rayon sera à très peu près 

et en un même endroit les ondes se rétréciront à mesure que 
le temps augmentera. 
4« On a 






donc, comme dans le cas d'un canal, la durée d'une oscilla- 
tion est proportionnelle à la racine carrée de la largeur de 
Tonde. 

5*» L'angle 6 étant donné, on peut suivre dans le plan ver- 
tical qu'il détermine le mouvement apparent des points dont 
les oscillations sont nulles et de ceux pour lesquels Tampli- 
tude 2K est un maximum par rapport à r. 

Les premiers de ces points seront déterminés par Téquation 
K= o ou 

(i4) / {i — a^)^coskada=o. 
Relativement aux seconds, si Ton observe que -p = > 
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l'équation —- = o devient 

/i 3 /•* 1 

(1 — a*)* coskada — aAr / (i — a*)* sinka.ada = o. 

Pour une racine quelconque ki de i*une ou l'autre de ces 
équations, on aura 

/-{//îcos»e-4-/'ïsin«6 

<i5) r^-ts/g ry- 

2/A7 

11 résulte de là'que le mouvement de propagation des points 
<ie celte espèce est uniforme. L'amplitude maximum qui ré- 
pond à ki varie en raison inverse de r et, par suite, de t, La 
moitié de Tamplitude étant l'ordonnée des points auxquels 
-elle répond, les ondes considérées doivent être, à de grandes 
distances de l'ébranlement, beaucoup plus sensibles que celles 
-qui se propagent d'un mouvement accéléré, puisque les hau- 
teurs de celles-ci sont en raison inverse du carré de la dis- 
tance ou de la quatrième puissance du temps. 

6° Comme la vitesse apparente des points dont il s'agit dé- 
pend de l'angle 0, excepté dans le cas de /' = /, on voit que, 
à un instant donné, ces points ne doivent pas être rangés sur 
des cercles concentriques au centre d'ébranlement. Ainsi les 
points dont les oscillations sont nulles forment à la surface 
une succession de courbes semblables qui se propagent uni- 
formément et dont (i5) est l'équation polaire, soit, en coor- 
<lonnées rectangulaires. 

Elles forment des ovales allongés dans le sens du plus grand 
diamètre de l'ébranlement. 

7* C'est dans cette direction que les oscillations maxima se 
propagent avec la plus grande vitesse, et dans le sens du plus 
petit diamètre qu'elles se propagent le plus lentement. Les 
amplitudes dans les deux directions sont proportionnelles aux 
diamètres correspondants. 
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Cas OÙ le corps immergé est de réi^olution autour d'un 
axe vertical. — On a / =r /'. Les points dont les oscilla- 
lions sont nulles, ainsi que ceux qui répondent aux oscilla- 
lions maxima, se trouvent sur des cercles concentriques mo- 
biles. Les premiers cercles partagent les ondes en groupes 
constituant chacun une onde dentelée. Les ondes dentelées 
s'élargissent proportionnellement au temps à mesure qu'elles 
se propagent. Les mouvements des cercles qui la terminent 
sont compris dans Téquation 

ki étant une racine de Téquation 

f (! — «*)* coskada = P = o. 



Les cercles correspondant aux oscillations maxlma se pro- 
pagent aussi avec une vitesse constante, et Ton peut regarder 
cette vitesse comme étant celle des ondes dentelées aux- 
quelles ils appartiennent. Les valeurs de ki seront données 
par réquation (i4'), qui peut se mettre sous la forme 

(17) 3P-f-2A-^=o. 

OK 

Nous désignerons par 

8/2///A7P 



K'=2K = 



Stt/* 



Pamplitude de ces oscillations. 

Nous allons maintenant chercher à déterminer, par approxi- 
mation, les plus petites racines kt, k^ de Téquation (17), les- 
quelles répondent aux ondes dentelées qui se propagent avec 
la plus grande vitesse. 

£n faisant 

A — /* /. ^2\î t» ^ ^'* — ï A 1.3.5. . .(2/1 — l) 27T 

Jo 2(/H-2) "* I.2.3...(«-4-2) «-f-3 
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on a, en développant en série suivant les puissances de /r, 



2 2.3.4 2.3.4.5.6 

En faisant -j'=p, l'équation (17) devient 
r,8) 5_--Z^_^V (-1)^(3 + 4/0 P" ^^ 

^ ^ 2 2.3 ^^,(i.2.3.../i)î(/n-i)(;n-2) 

On a 
I" ;?i= 1,8628; 

d'où 

ri=^o,3o27t\/gt, K'= 0,9788 -i =3,2364 y 4/-, 

T = 1,90154/ -> X = 1,1509/; 

2° /?j = ii,5; 

d'oii 

/*2 = 0,1920//^, K'= 0,2609— = 1,3588-4 /-. 

T = 1 ,20694 /-> X = 0,4632/. 

La vitesse relative à ri n'est environ que les f de celle qui 
répond à un canal. Celle qui se rapporte à r2 est à peu près la 
même dans les deux cas. 

Blot a observé le temps que met Tonde définie par pt à par- 
courir I™. En faisant donc ri = i, on a 

3,3o36 
'= -S^ — 

La flèche du segment plongé a été, dans tous les cas, égale 
à o",oi. 
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On a le Tableau de comparaison suivant : 

t en secondes 
Corps plongés. /. observé. calculé. 

Ul 

Sphère de rayon o™, o5 o,o3 5 6,09 

Sphère de rayon o™, 10 o,o436 4 5,o5 

Paraboloïde 0,02 7 7,46 

Ellipsoïde dont l'axe vertical est 

double de Taxe horizontal... 0,01 5 8 8,64 

11 nous semble que la concordance approximative entre les 
résultats d'expériences sommaires et du calcul où Ton a fait 
tant d'abstractions doit paraître suffisante. 
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CHAPITRE PREMIER. 

DE LA VITESSE D*UN POINT. 



1. Sur la composition des vitesses, — On établit générale- 
ment la règle de la composition des vitesses en partant de la 
considération du mouvement uniforme d'un point sur une 
droite qui est animée d'un mouvement de translation rectiligne 
et uniforme. Il nous semble que, à cette manière de traiter la 
question, on doit préférer la suivante : 

1° Composition de deux vitesses, — Supposons que, nous 
trouvant entraîné dans le mouvement d'un système inva- 
riable (S) (*), nous observions un point mobile m. Soient a 

Fig. i8. 




{Jig. i8) le point de (S) où se trouve m à l'instant t, a' la posi- 
tion que prend ce point au bout du temps t-\-dt; <^' = -jt 



( ' ) On peut considérer un point quelconque comme faisant partie d'un 
système invaviable en le supposant relié à ce système par des droites de 
longueurs fixes; de sorte qu'on peut regarder le système comme indéfini 
ou constituant un milieu. 



288 APPENDICE. — CHAPITRE I. 

la vitesse, dite é^eniratnement, de a; à Tinslanl t-^dtj m 
sera venu en b' et aura ainsi décrit pour l'observateur Télé- 

ment a'b' avec la vitesse relative ç'= -^j-- On voit alors sans 

dt 

ab' 
peine que la vitesse absolue \ = — est représentée par la 

diagonale du parallélogramme construit sur les droites qui re- 
présentent respectivement les vitesses composantes u et i^\ 

2° Composition de trois vitesses. — Supposons que (S) se 
déplace par rapport à un autre système invariable (S'), et soiti^*' 
la vitesse du point de ce dernier système où se trouve actuel- 
lement m; la vitesse relative du point m par rapport à (S') sera 
la résultante Vi de t^, v'; la vitesse absolue de ce point sera la 
résultante de V\ et v", d'où le parallélépipède des vitesses. 

3° Composition d'un nombre quelconque de vitesses, — 
On peut admettre que (S') soit mobile par rapport à un autre 
système (S*'), celui-ci par rapport à un troisième système (S*'), 
et ainsi de suite. On déduira de là et de ce qui précède le po- 
lygone des vitesses. 

2. Construction de la tangente à quelques courbes. 

(a) Courbe plane (o-), définie par la condition que les 
distances de chacun m de ses points à deux courbes données 
(S) 6^ (S'), comprises dans le même plan y aient entre elles 
une relation déterminée, — Soient {jîg. 19) 

Fig. 19. 




mn=^ry mn'=r' les distances de m à (S), (S'); 
f{r,r') = o la relation donnée; 
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//îi fit =r -\- dr, m^ n\ =r' -h dr' les dislances à (S), (S') d'un 

point /Wi de ((7) infiniment voisin de m; 
/?, p' les projections de m sur /Wi /ii, /w^ /li ; 
mJ le prolongement de m^m ou la tangente en m à (o-); 

a, a! les angles T/w/i, Tmn\ respectivement égaux à T/Wj/ii, 

Ï/Wi /l'i aux quantités du premier ordre près. 

Nous avons 

niip = dr^ m^p' = dr\ 

puis 

mxp dr dr' 

mmx— f-^~ = , mmi— -,; 

/^^v. cosa cosa 

cosm/72i/«i 



d*0ii 

(0 

Nous avons aussi 

par suite, 

(•2) 



jdr_ _ dj^ ^ 
cosa ~" cosa' 



^l..-.^.. = o; 



^ àf ^ I df 

cosa àr cosa' dr' 



v/ 



Portons de m vers /i une longueur m\ proportionnelle à 

~^ .A , . y àf df 

j-^ 9 et de m vers /i' ou en sens mverse, selon que -^ » -p> 

seront de signes contraires ou de même signe, une longueur m F 

proportionnelle à 1/ t^; en vertu de l'équation (a), les per- 
pendiculaires en I, r à mn, mn' se couperont en un point T 
de la tangente à (o-), qui sera ainsi complètement déterminée. 

r' 
Cas particuliers : i"" Le rapport - est constant, — En le 

représentant par -» Téqualion (i) devient 

c a 



cosa cosa 

d'où 

ml=c, ml = a. 

VII. ,9 
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Si (S) se réduit à un point F et (S') à une droite, le lieu des 
points m est une conique dont on peut ainsi construire la tan- 
gente, connaissant un foyer et la directrice. Comme consé- 
quence, les angles a, ai sont égaux dans la parabole. 

o^ La somme r-\-r' est constante. — On a rfr = — dr\ 
et réquation (i) donne 

a'=i8o"— a. 

On se trouve dans le cas de Tellipse en supposant que (S), 
(S') se réduisent à deux points F» F'. 

3» La différence r— r' est constante ou dr =idr' .— Alors 

a' = a, 

résultat qui s'applique à Thyperbole lorsqu'on supposé que 
(S) et (S') se réduisent à deux points. 

3« Le produit rr' est constant. — On a 

r' dr -h r dr' = o 

et 



cosa cosa' 

On portera ml=^r de m vers n, m'\'z=zr* sur le prolonge- 
ment de n' m, et la tangente sera déterminée. 

Si (S) et (S') se réduisent à deux points, la courbe est Tel- 
lîpse de Cassini. 

{h) Tangente à une courbe plane définie par une équa- 
tion polaire r = f{6), — Cette courbe peut êlre considérée 
comme étant décrite par un point m qui se meut sur le rayon 

dr 
Om avec la vitesse -^ en même temps que ce rayon tourne 

autour de avec la viiesse angulaire constante (az= —- Comme 

cette vitesse angulaire peut être choisie arbitrairement, on 
peut la supposer égale à Tunité, ce qui revient à prendre 

t=:e. 

La direction de la tangente sera donc celle de la diagonale 

dr 
du rectangle construit sur la longueur mp = ^ portée sur le 
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prolongement de 0/w et sur 771/1 = r, perpendiculaire à 0/w. 
On déduit de là que la tangente trigonométrique de Tangle 
formé par la tangente à la courbe avec le rayon vecteur r a 
pour expression 

r _ rc?9 
dr ~" dr 
• . 56 

Si Ton considère le cas de la spirale d'Archimède r=: a0, on a 
mpzzzay mn^:^r\ d'où Ton déduit géométriquement que la 
sous-normale polaire est constante. 

(c) Tangente à la quadratrice. — La règle donnée par 
Dinostrate, pour définir cette courbe qu'il a imaginée, est 
assez compliquée, mais elle revient à la suivante : 

Soient {Jîg, 20) ' 

Fig, 20. 




0^, Oj deux axes rectangulaires; 
Q l'angle polaire mOœ; 
a une constante. 

La position du point rn est définie par 

y = a^=:m, a: = rtôcotô = mB. 

Pour plus de simplicité, on prendra égale à Tunilé la vi- 

dO 
tesse angulaire &)= -jr ou dt=z d9. On aura 






-JT =a COtO r-r-r = CC COlô - 

d^ sin2 e 



sin^e 
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Soient 01 = a une longueur portée sur Oj à partir de Tori- 
gine; IJ — OK = acot0 l*abscisse du point J de O/w corres- 
pondant à l'ordonnée 01. On a 

8in6 ' 

et, si /wL est la perpendiculaire en m k Ont limiiée à Oj et 
OP la longueur OL portée sur Oœ, 



Donc 



d'où 



sinô sin'ô 8m*e 



^ = JK, ^=0K — OL = OK — OP=-PK, 






La tangente en m est, par suite, parallèle à JP. 



MOLVEMEKT GÉOMÉTRIQUE DES SYSTÈMES INVARIABLES. 298 

CHAPITRE IL 

MOUVEMENT GÉOMÉTRIQUE DES SYSTÈMES INVARIABLES. 



3. Application à la Géométrie de la théorie du mouve- 
ment d'une figure plane ( * ) dans son plan, — Lorsque le 
déplacemenl d'une figure est complètement défini et que Ton 
sait, dans chacune de ses positions, déterminer son centre 
instantané de rotation, la normale au lieu décrit par un quel- 
conque de ses points est la droite qui joint ce point au centre 
instantané. 

Si Tune des conditions du déplacement de la figure consiste 
en ce que l'un déterminé de ses points est assujetti à décrire 
une courbe fixe donnée, le centre instantané se trouve sur la 
normale à cette courbe. 

Supposons que l'une des conditions du déplacement soit 
qu'une courbe donnée, tracée dans le plan mobile de la figure, 
soit assujettie à passer par un point fixe, le centre instantané 
se trouvera sur la normale à la courbe en ce point. 

Les considérations précédentes permettent de construire la 
normale à la conchoïde et à la cissoïde. 

Si une des conditions du déplacement consiste en ce qu'une 
courbe tracée dans le plan de la figure reste constamment en 
contact avec une courbe fixe, le centre instantané se trouve 
sur la normale au point de contact des deux courbes. On re- 
connaît de cette manière que la normale au lieu décrit par un 



(*) Voir le Chap. II de la P* Partie du Tome I; nous renverrons au 
Tome III pour ce qui concerne le tracé et les propriétés des enveloppes des 
courbes planes. 
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angle constant, dont les côtés restent tangents à une courbe 
fixe, est le diamètre du cercle circonscrit au triangle formé 
par les tangentes et la corde. 

i. Sur l'axe instantané de rotation et de glissement d'un 
système invariable libre, — Nous avons établi l'existence de 
cet axe au n*>39 de la première Partie du Tome I, en nous ap- 
puyant sur la considération des rotations. 

Nous allons donner ici la solution directe de cette ques- 
tion, due à Poncelet et qui est encore Tobjet de quelques 
préférences. 

La position dans l'espace d'un système invariable est définie 
par celles de trois quelconques de ses points ; de sorte que l'on 
est ramené à la considération d'un triangle mobile dans l'es- 
pace. Les vitesses des trois sommets du triangle doivent rem- 
plir certaines conditions qu'il convient d'abord de faire con- 
naître. 

Soient {fig, 21) ABC, A'B'C deux positions consécutives 

Fig. ai. 



M/ A- 




du triangle ; V, V, V" les vitesses des sommets A, B, C ; on a 
AA'=Vrf^ BB'=V'rf/, CC'=W^. 

La projection de A'B' sur la direction du côté AB étant égale 
à ce côté, aux infiniment petits près du second ordre, les pro- 
jections de AA', BB', par suite celles de V, V',sur la même di- 
rection, sont égales et de même sens. Donc : 

Lorsqu*un triangle se meut dans l'espace, les projections 
des vitesses de deux sommets sur le côté qui les joint sont 
égales et de même sens. 
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On peut se donner V arbilrairemenl; soient Ak, Ak' ses 
projections sur AB, AC; Bh une longueur égale à Ak portée sur 
le prolongement de AB. La vitesse V de B pourra être repré- 
sentée par toute droite partant de ce point et limitée au plan 
mené en h perpendiculairement à AB. 

Soient 

Bi la projection de V sur BC ; 

C/'= B/* porté sur le prolongement de BC; 

Ck^ = Ak' porté sur le prolongement de AC. 

La vitesse V pourra être représentée par toute droite par- 
tant de C et aboutissant à Tinlersection des plans en t, k'' 
menés perpendiculairement à BC et AC. 

Cela posé, concevons que, par un point o choisi arbitraire- 
ment, on mène les droites oa, ob, oc égales et parallèles à V, 
V, V", et joignons le piedy de la perpendiculaire abaissée du 
point o sur le plan abc aux points a, b, c. Les vitesses V, V. 
y peuvent être considérées comme les résultantes de la 
vitesse commune oj = \] et des vitesses respectives aj, bj, cj\ 
de sorte que, si Ton imprime au système ABC une vitesse égale 
et contraire à U, de manière à détruire cette dernière, il ne 
pourra plus se mouvoir que parallèlement à un plan MN lui- 
même parallèle au plan abc; son mouvement sera alors le 
même que celui de sa projection A^B'^C*' sur ce plan, laquelle 
reste invariable pendant le temps dt, les vitesses des sommets 
A", B", C étant respectivement oj, bj, cj\ Soit Ox la perpen- 
diculaire au plan MN mené au centre instantané de A'^B^C". 
Le mouvement actuel de ABC sera un mouvement gyraloire 
autour de Ox, auquel il faudra joindre la vitesse translatoire U 
qui a été supprimée. La droite Ox est ainsi Taxe instantané 
de rotation et de glissement. 

Remarques. — i° Si oa, ob, oc sont situés dans un même 
plan, la démonstration ci-dessus n'est pas en défaut; car le 
système ABC, ne pouvant se déplacer que parallèlement au 
plan aoby peut être considéré comme tournant à l'instant 
actuel autour d'un axe instantané perpendiculaire à ce plan; 
le glissement est alors nul. 

2" La démonstration est réellement en défaut lorsque les 
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droites oa, oft, oc sont parallèles. Les chemins élémentaires 
AA', BB', ce sont égaux si leur direction n'est pas perpendi- 
culaire au plan ABC et le mouvement se réduit à une transla- 
tion. Supposons qu'il n'en soit pas ainsi : le centre instantané 
de AB, par exemple, se trouvera sur la direction de cette 
droite; mais on peut substituer à A, par exemple, un autre 
point Al du plan ABA'B' dont la vitesse ne soit plus parallèle 
à BB'. Alors on rentre dans le cas ci-dessus. 

5. Du roulement dedeuxcorps solides l'un sur i'autrei*). 
— On est évidemment ramené à étudier le roulement d'une 
surface mobile (S) sur une surface fixe (S'). 

Soient, à l'instant t, 

le point de contact des deux surfaces ; 

Oj la normale en ce point; 

Oœ, Oj deux axes rectangulaires tracés dans le plan tangent 

Pour que le système (S) roule sur (S'), il faut d'abord que 
la rotation instantanée rencontre le plan tangent o^Oj en un 
point infiniment voisin de l'origine 0. Nous considérerons 
cette rotation comme la résultante de deux autres : une 7 pa- 
rallèle à Oz, et l'autre g dont la position reste indéterminée. 

Il faut ensuite qu'un point 0« de (S) infiniment voisin de 
et le plan tangent en ce point viennent respectivement coïnci- 
der avec un point 0', de (S') et le plan tangent en ce der- 
nier point. 

En affectant de l'indice o les quantités qui se rapportent à 
l'origine, l'équation de (S) pour des points extrêmement voi- 
sins de 0, et aux termes du troisième ordre près, est 

(a) 2Z = rQjo^-hiSoXjr -h tQjr*^ 

et l'on a pour le point 0< 

(«1 ) 22i = roxl -^ ^So^iXi 4- tox\, 

(*) Nous rappellerons les notations suivantes, 

_ àz _ ^^ . _ ^*^ _ ^^^ _ ^'^ 

^ ~ ôx^ ciX ' ~ àx^ ' ~" dxdy ' ~ 'dy* ' 

en désignant par z une fonction des deux variables x, y. 
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Dans le temps dt, la rotation y ne donnerait pour Oi qu'un 
déplacement du second ordre, par suite négligeable, devant 
Xi et Xi' Il est donc permis, du moins jusqu'à nouvel ordre, 
de faire abstraction de cette rotation. 

En nous arrêtant aux termes du premier ordre, ce qui nous 
suffira dans ce qui suit, nous avons, pour le point 0«, 

et, pour réquation du plan tangent en ce point, 

OU, en ayant égard à (ai) et {b), 

(c) z=pxx-hqijr— - (ro-rf -h 2^0^1/1 -^-^oJÎ)- 

En accentuant les lettres /?, q, r, s, t, ,rn j< , on a de même, 
pour réquation du plan tangent au point 0\ de (S'), 

On déduit de là, pour les équations de Tintersection des 
deux plans tangents en projection sur les plans rOj, jOz, 

-ipi—p\) = (piq'i — qip\ )x 

-+- - [{roJcl -+- 2.^0^171 -\- ^olDp'i — (r'oJc\ 4- «i/o^'i/i "^ ^0/2)^1]. 

Cette intersection est Taxe de la rotation e, et nous suppo- 
serons que la direction de sa projection sur xOy est donnée. 
Nous dirigerons, en conséquence, Oj parallèlement à cette 
projection et, en désignant par x sa dislance à Torigine, nous 
aurons 

q\ = qi- 



(d) 

f T /». V _1_ 
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Soit 

'^^/'i — P\) 

la distance au plan xOy de riniersection de la rotation e avec 
le plan xOz, 

Si /?', est différent de /?<, Ç sera du second ordre, et Ton 
pourra prendre x\ = Xi,x\ = Ji î ^^îs il est facile de voir que 
ces deux dernières égalités donnent dans tous les cas pour Ç 
une valeur du second ordre. En effet, K peut se mettre sous la 
forme 

'^(Pi — P'i) L-+-/'i('oJi-4-^o^i)7i-/^i(^'o7i -+-'<»'^i)JU" 
Mais les équations (b) donnent 

^ i ro xi H- SçXi = pi , r'o Xi -h s'^Xi = P\ » 

donc 

a 

longueur qui est bien du second ordre. Il suit de là que la ro- 
tation e rencontre Taxe Oœ. 
La seconde des équations (rf) prend la forme 

mais les équations (/) donnent 

(0 ( ^0 - '0) ji = ~ C^o — -y'o) -^1 ; 

on a donc, par suite, 

.ri 

Soient s^, iz les composantes de s parallèles à Oj, Oz, On 
voit, à Tinspeclion de la troisième des équations (rf), que 
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d*où, en négligeant q\. 



La rotation Ez, qui est du premier ordre, peut être négligée^ 
puisqu'elle ne donne dans le temps dû qu'un déplacement du 
troisième ordre de 0|. Il suit de là que la rotation e, parallèle 
à Oj, est comprise dans le plan xOx- 

Soient 

m la projection commune de Oi, 0\ sur le plan xOy; 

0m = d(7\e roulement élémentaire ; 

l Tangle qu'il forme avec Ox; 

V, v' les angles formés avec Oz [wr les normales en 0<, 0', à 

(S), (S'). 

L'équation (i) donne 



V *J 




taiig A — 


to-t'o' 


et Ton a 










Xl = 


-cosldi, 


ji = sin X df ; 


puis, en se 


reportant 


aux formules (b), 




P^ 


= (roCOsX 


H-.fo 8inX)rfT, 




qi 


= (/oSinX 


-\- So Gos'k) di 


et enfin 










COSv = 


I 


_, Pi-^q^i 




v/i-f-/?î-h 


q\ 



d'où 

^^z=p\-\-q\= [ri cos'X -+-.yo(/'oH- ^o)8in2XH-^5 sin*X -t- jjjrfd*. 

On a aussi 

23i = (rj cos*X -f-.yoSin2X -f- rj sin«X)rfj2 

et des relations semblables aux précédentes relativement à (S'). 
On choisira le sens des z positifs, de manière que Z\ soit 
positif. Le plan tangent en 0^ pour venir coïncider avec le 
plan tangent en O'j, devra décrire, autour de l'intersection des 
deux plans, Tangle v -f- v' ou v — v', selon que z\ sera négatif 
ou positif, ou encore que les sections faites par le plan zOx 
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opposeront ou non leurs convexités en 0. On a donc, en com- 
prenant les deux cas dans une même formule, 

OU 

{ zdt= [v/rj cos^X -h SQ{ro-h to) sin2\ -\- tl sin'X-i- ^5 

(0 ) , 

( zt y/r'^ cos' X -h .y'o ( r'^ -H t'^ ) sin 2 X -+- t'^ sin* X -\- s'^\ da. 

Nous nous bornerons à appliquer les formules (3) et (4) 
aux cas particuliers suivants : 

I» s = OyS'Q = o. Les plans zOj7,zOj sont principaux pour 
les deux surfaces et l'on a X = o, et les sections faites par le 
premier de ces plans rouleront Tune sur Tautre. L'équation (4) 
devient 

zdt = (to ±: r'Q)d<j 
OU 

(5) .rf,= (i±l)rf,. 

en désignant par R, R' les rayons de courbure des sections de 
(S), (S'). Cette relation est évidente quand on considère deux 
cylindres tangenis suivant une génératrice commune. 

2° ^0 = 0,^(^=1 o. Les deux indicatrices dont les équations 
se réduisent à 

•2 3 = ToX* -h a^o-^î 

2 3 = Tq X* -h 2 .Vq JCjr 

sont des hyperboles qui ont Oj pour asymptote commune; 
comme on a X = 9o°, le point m se trouve sur Oj et 0|, 0\ 
sur les lignes asymptoliques de (S), (S'), qui sont tangentes à 
Oj, et dont œOx est le plan osculateur. II n'y a donc pas de 
roulement de surfaces proprement dit; mais la rotation y fera 
rouler la ligne asymptotique de (S) sur celle de (S'). 

Considérons les deux troncs de cône primitifs d'un engre- 
nage conique; par le point de contact des petites bases, tra- 
çons sur les troncs deux lignes géodésiques tangentes entre 
elles et limitées aux grandes bases. Si l'un des cônes roule sur 
l'autre, la ligne géodésique du premier roulera sur celle du 
second, et, en chaque point de contact, les plans osculateurs 
coïncideront. Prenons maintenant chaque ligne asymptotique 
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3oi 



pour directrice d'un conoïde dont les génératrices soient nor- 
males à Taxe du cône correspondant. La directrice de chaque 
conoïde sera pour lui une ligne asymptotique. Les deux co- 
noïdes resteront constamment en contact sans qu'il y ait ni 
roulement ni glissement. On a ainsi le principe d'un engrenage 
conique sans frottement. Si les deux cônes deviennent des cy- 
lindres, on retombe sur l'engrenage de Whyle. 

3« ^0 = û, i'q = 0y so = o, s'q = o. — L'indicatrice de chaque 
surface se réduisant à deux parallèles à 0/, les deux surfaces 
sont développables et tangentes suivant Oj, L'angle X est in- 
déterminé et le roulement peut avoir lieu dans toutes les di- 
rections, ce que Ton savait. 



6. Sur le planimètre d'Amsler, — Nous renverrons pour 
la description de cet instrument au Tome III de notre Traité de 
cet Ouvrage; mais nous proposerons de substituer aux deux 
théories que nous avons données de son fonctionnement la 
suivante, qui nous paraît plus simple et plus claire. 

Soient {fig. 7.1) 

Fig. 22. 




la pointe fixe ; 

A l'articulation des deux tiges; 

M la pointe qui doit décrire le périmètre comprenant l'aire que 

l'on veut évaluer; 
Ox la direction du rayon vecteur mené au point de départ Mo; 
R la roulette dont l'axe est RM; 
9Âr=:a, AM = 6, ÂS=:c; 

u le rayon vecteur OM et Q l'angle polaire MO^. 

Le déplacement de M a pour composantes du suivant OM et 
u dô perpendiculaire à cette droite, et il suffit de considérer 
séparément ces deux composantes. 
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I» Déplacement du, — Comme OM n'est pas censé se dé- 
placer autour de 0, le centre instantané S de AM est Tinter- 
section du prolongement de OA avec la perpendiculaire en M 
àOM. 

Soient I, K les projections de S et de sur MR. 

Le déplacement de R autour de S est SR-^=- et a pour 

SM 
composantes 

-,:=• SI suivant RM, qui ne produit qu'un glissement de la roulette, 
SM 

dont on n'a pas à tenir compte ; 

{a) ==r-RI perpendiculaire à RM, qui produira un roulement de R. 
SM 

2» Déplacement u dQ, — Le déplacement de R est ORrf^, et 
se décompose en 

— OK rf6 suivant RM, ce qui ne produira qu'un glissement; 

(b) KRdb perpendiculaire à RM, qui donnera lieu à un roulement. 

L'élément de roulement ou la somme des expressions (a) 
et (6) sera donc 

(c) rfcr = KRr/0 4- !^ RT. 

S:M 

Le triangle AOM donnant 
on a 

10 

et Texpression (c) devient 

, 9. bc -ha^-h h^ ,. M» ,. RÏ , 

rfar = -, aO r ao -h — r- du ; 

ib '2 b Ms 

d'où, en intégrant pour le périmètre entier en revenant au 
point de départ Mo, 

(d) (T=— 7 / h -. I dd-i- I -=rdu. 

^J -i- '^i> J J SM 
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Pour chaque valeur de m, le triangle AOM est complètement 

RI 

déterminé et, par suite, -=- est une certaine fonction f(u). 

Mais la courbe étant fermée, la circonférence de rayon u 
la coupe en un certain nombre pair de points. Soient M^ M2 
deux successifs de ces points situés sur la circonférence de 
rayon u\M\, Mj les points correspondants situés sur la cir- 
conférence de rayon u ■+- du. De Mi à M',, on a l'élément 

f{u)du; 

de M2 à M2, 

— f(u -^ du) du = — f(u) du. 

Ces deux éléments se détruisant, on voit que f f{u)du='-o, 

et l'on a simplement, en désignant par A Taire qu'il s'agit d'é- 
valuer, 

A rt* -h /^2 -H 2 hc 

(l) (T = 



b 2b 

Trois cas sont à distinguer.: 



-/-■ 



1** Le point est extérieur au périmètre, — C'est le cas 
usuel : un rayon vecteur coupera la courbe en un nombre pair 
de points. Soient M<, M2 deux points successifs situés sur un 
même rayon; M'^, Mg les points correspondants situés sur un 
rayon infiniment voisin du précédent. De M2 à Mg l'angle 
augmentera de dOy mais diminuera de dB de M', à M<. L'inté- 
grale de l'équation (i) est donc nulle, et l'on a, par suite, 

(2) k = bi. 

Si p est le rayon de la roulette, on déterminera h de ma- 
nière qu'à un tour de la roulette correspondent m unités de 

surface; d'où 

m = iTzpb, 

Pour /w=: I, on a 

I = 2Tzpbi; 

par suite, 

b = mbi. 

On déterminera b^ par le calcul ou par tâtonnements en 
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prenant pour aire un carré égal à l'unité de surface. On aura 

ensuite 

A ^ g ^ N 

/W "" 21tp ~ 100 

N étant le nombre des loo divisions de la jante qui ont passé 
devant un doigt fixé à RM. 

^** Le point est intérieur au périmètre. — On a 



et 



/" 



, rt* H- fc* -h 2 ^C 

A = c^ J H -j t:. 



Le réglage de l'instrument s'effectuera comme ci-dessus ; 
mais il convient, autant que possible, de ne pas se placer dans 
le cas, à cause du calcul que nécessite l'évaluation de A. 

3" Le point se trouve sur le périmètre. — Il faut ici que 
a=- b. Si le périmètre est un polygone rectiligne, mixtiligne 
ou curviligne, on a, en plaçant ou Mo à un sommet dont 
Tangle est a, 

A = h<j ~\-b{b -^ c)%. 

Mais, le calcul de a en nombres présentant quelques lon- 
gueurs, il convient de se placer en dehors d'un point angu- 
leux, et alors on a 

A = b(j-hb{b -h r)ir. 

Dans le cas actuel, la construction de l'instrument présente 
quelques difficultés; car : i* pour que a = 6, il faut que OA 
soit à coulisse; a*» pour que la pointe M vienne au-dessous de 
0, il faut que OA soit au-dessus du plan du périmètre et que 
l'articulation A traverse ce plan. 

7. Sur tes systèmes articulés ayant pour objet le tracé 
d'une droite et d'un arc de cercle. 

(a) Lemme : Rappel des deux propriétés de deux courbes 
planes dont les rayons vecteurs sont réciproques, — Soient 

OB = r' le rayon vecteur d'une courbe donnée (S'), faisant 
l'angle 6 avec l'axe fixe Ox; 
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{)m = rie rayon vecteur, suivant la nnênie droite, d'une autre 
courbe (S) définie par la relation 

(i) rr'= const.A-; 

ds', ds les arcs élémentaires de (S'), (S) correspondant à l'ac- 
croissement angulaire dQ, 
9', 9 les angles formés par les normales en B, m avec OB/w. 

La constante k peut être négative, en convenant alors de 
mesurer r à partir de sur le prolongement de BO. 
On a 



ds = i/r2 i/62 -h ^r* = -7 t//*^ d^^ -h dr'^ ; 

d'où 

ds r 
^ ds r 

Soient V et m les vitesses de /w et B : on a 

V r 
^ u r 

Si Ton remarque 

I dr I dr' , 

on voit que 

(4) cp = i8o<>— cp'; 

doù il suit que le rayon vecteur coupe les deux courbes sous 
des angles supplémentaires. 

On remarquera que si N est l'intersection des deux nor- 
males, le triangle /wNB est isoscèle. 

Soient P l'intersection de la normale en B à (S') avec 0^; 
OP— a, /wP = R'; on a 

R'2 = |jl2 h- r'2 —i^r' cos 

ou, en éliminant r' au moyen de l'équation (i), 

(R'2— |Jl2)r2H-2[J.ATCOS0 = /t2 

ou encore, en coordonnées rectangulaires, 

VIL 20 
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Supposons maintenanl que P soit un point fixe, centre d'un 
cercle dont le rayon est R'. D'après l'équation (5), le lieu dé- 
crit par le point m est un autre cercle dont le centre Oi, situé 
sur Ox', est défini par 

Le rayon du second cercle a pour valeur 



(7) Ri = ± 



K'2-{X2' 



en prenant le signe -h ou le signe —, selon que A* et (IV — /ul) 
seront de même signe ou de signes contraires. 

La trajectoire de m se réduit à une droite perpendiculaire 
à 0.r, si R' = p., et cette droite, d'après l'équation (5), est dé- 
finie par 

{h) Systèmes composés de sept tiges articulées. 
I" De Peaucellier. — Soient {fig\ 23) 

Fiff. 23. 




OA = OA'=R deux tiges mobiles, dont l'une est fixée à 
l'arbre et dont l'autre est folle sur cet arbre; 

ARA'/w un losange articulé en A, A' à OA, OA'; en B, à la 
tige BP = R', mobile autour du point P; il y a également 
une arliculation en m ; 

a le côté du losange; 

()P = u. 



MOUVEMENT GÉOMÉTRJQUE DES SYSTÈMES INVARIABLES. 807 

II s'agil de déterminer la nature du lieu du point m lorsque 
Ton fait varier la position de OA ou OA'. 

Le carré de la tangente, menée du point à la circon- 
férence ayant A pour centre et passant par B et m, est R2— a^ 
et l'on a, par suiie, 

OBxOw = R2— /«5. 

On rentre dans le cas du lemme précédent en supposant 
/f = R-— a-; le lieu de m sera donc une circonférence, ayant 
son centre en Oj, qui se réduira à une droite perpendiculaire 
à Ox lorsque Ton prendra OP := PB. 

On pourra donc décrire, au moyen de cet instrument, des 
arcs de cercle d'un rayon aussi grand qu'on voudra, en don- 
nant à |ui — R' une valeur convenable. 

On obtiendra un compas général en plaçant l'axe P sur un 
coulisseau pouvant être fixé, au moyen d'une vis de pression, 
sur la pièce dans laquelle est ménagée la coulisse. On pourrn 
même graduer la coulissé de manière à pouvoir fixer immédia- 
tement le coulisseau pour obtenir une circonférence d'un 
rayon donné. 

Soient 

Çy c'y II, V les vitesses respectives des sommets A, A', B, //;; 

S, S' les centres instantanés de rotation de BA, BA'; 

1 l'intersection des directions de PB et de la diagonale AA', 

point par lequel passe également la direction de 0^m, 

puisque, d'après le lemme, les normales BP, mOt font des 

angles supplémentaires avec OBm. 
g, g' les intersections respectives de OA avec la parallèle en I 

à AB, et de OA' avec la parallèle au même point kAm. 

On a 

SB , S'B 

^'^ÂS=''' ^^Â^="- 

Les deux triangles semblables ASB, ISg donnant 

SB _ m 

AS""Aé>' 
il vient 

p = w -— 
IB 
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et, de même, 
d'où 

Si l'on remarque que Ag-l = A'g-'I, lAg-=:.lA'g-', les trian- 
gles ê*IA, g'\k' sont semblables, et Ton a enfui 

D'après le lemme énoncé ci-dessus, on a 

Cm 

ou, en menant la parallèle en m à BP, limitée en Q à Or, 

V= -^r- 1^ (2). 
liP 

Il résulte de ce qui précède que les vitesses de trois som- 
mets du losange pourront se déterminer en fonction de la 
vitesse du quatrième sommet censée donnée. 

2* Syslème de Kernpe {fig. 24). — Soient ABA'B' un 
quadrilatère dont les diagonales se coupent à angle droit 
en g (5). Construisons un quadrilatère BB'/wI ayant l'angle B 

(*) L'éléganl théorème qui résulte de cette relation est dû à M. Manniieim. 
C-^) En reniarquant que -zr— est la vitesse angulaire de la tige PB, on 

retombe sur un théorème démontré, pour la première fois, d'une autre ma- 
nière, par M. d'Ocagne, mais seulement dans le cas où le point m décrit une 
droite. 

(') Plus généralement, soit A^B = 0. Posons AB = a, A'B'= a', BB' = 6, 
A'A = ^', Ag:=x,Bg = y,B'^=x'j .Vg = y. On a 

a'' = x' -h y — ! xy cos6, 0' = y^ -f- x'^-\- lyx' cos6, 
a''= x''-\- y''—'ix'y' co^^f b'''^ y'^-\-x^ -f- 2y' xcos^, 

(l'OLI 

(a' -f- a'^») — {b'-\-b'^ )=z—2{xy -hyx'+ x'y' -\-y'x ) cosô =— 2 AB' . BA' cos8. 

Si, pour une forme particulière du quadrilatère censé défoimable on a 
= 90", on aura constamment 6 = 90*. Les diagonales resteront donc à 
angle droit, quelle que soit la déformation. 



MOUVEMENT GÉOMÉTRIQUE DES SYSTÈMES INVARIABLES. 809 

ei le côlé BB' communs avec ie précédent, de manière que les 
deux quadrilatères soient semblables ; pour obtenir les côtés 
homologues, on devra partir du point B dans le sens BB' pour 
le premier et dans le sens BA pour le second. 

On à 

BB^ _ Wm _ ml _ IB 
BA "" AA' " A'B' ~ B'B' 

d'où 

BB'2 . A'B'.BIV .., AA'.BB' 

AB 



Bl 



\m 



mW-- 



AB Aïi 

Soit h Tinlersection orthogonale des diagonales du quadri- 




latère BB'/wI. Les points g ei h se trouvant sur la circonlV- 
rence décrite sur le diamètre BB', on a 

/i^B = //B'B; 
par suite, en raison de la similitude, 



%B = BAb'. 

Il suit de là que, en considérant le triangle A g-B, la droite 
g/i est perpendiculaire à AB. 

Mais, comme, dans les deux quadrilatères, les sommets A', m 
sont homologues et qu'il en est de même des points g et A, on 
voit que 



BA' 



Bw' 



et que, par suite, la droite A'/w est parallèle à g/i, et enfin 
perpendiculaire à AB. 
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Cela posé, rendons fixe le point A', en introduisant des arti- 
culations en B, I, A, B'./w. 

Portons à partir de A une longueur A'O égale et parallèle 
à AB; fixons le point que nous relierons par une tige OB à 
Tarticulation B. 

Si Ton déplace OB autour de 0, la figure se déformera ; mais 
AB restera parallèle à A'O. Le point m décrira donc la perpen- 
diculaire en A' à A'O. 

Le système de Kempe doit être placé après celui de Peau- 
cellier, puisque, avec le même nombre de tiges et une articula- 
lion de plus, il ne conduit qu'au tracé mécanique de la ligne 
droite. 

(c) Systèmes à cinq tiges de Hart, — i)ans les deux sys- 
tèmes que nous allons étudier, M. Hart a réduit de deux le 
nombre de tiges employées par M. Peaucellier, tout en con- 
servant les propriétés de Tappareil de ce dernier. 

1° Soient'AB = A'B' {Jig. ?.5) deux tiges articulées à leurs 

Fig. j5. 



extrémités et en diagonale à deux tiges AA^ BB' de même 
longueur que les précédentes; un point fixe autour duquel 
la tige AB peut se déplacer. Le système ne sera à liaisons com- 
plètes qu'en l'assujettissant à une dernière condition que 
nous établirons ultérieurement. 
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Les triangles ABA', B'A'B élant égaux, il en est de même de 
leurs angles en B, A', et les droites BA' et AB' sont parallèles. 
Portons, à partir du point A sur A A', la longueur 

AA'.AO 

et soit m l'intersection de la direction .de OC avec BB' ; si Ton 
fait éprouver une déformation au système, les droites OC m, 
BA', AB' ne cessent pas d'être parallèles, et le trapèze CBA'/??, 
qui est isoscèle, est inscriplible. De ce que B'/w = AC, la lon- 
gueur B/Tî reste invariable. 

En désignant par I la seconde intersection de AB avec la cir- 
conférence, circonscrite au trapèze ci-dessus, on a 

AI.AB= AC.AA'; 

par suite, 1 est un point déterminé de AB. 

D'autre pari, 

0C.0/?2 = OI.OB = const. 

Si donc PC est une tige arliculée en C et mobile autour d'un 

point fixe P, le lieu du point m sera une circonférence ou une 

droite. 

2« Soieni {fig, 26 (')] 

rig. 26. 



OA = a, 0'A' = a' deux tiges mobiles autour des points fixes 
0,0'; 

(•) L'analyse suivante est empruntée à M. Darboux, à quelques diffé- 
rences prés. 
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Am = b, A' m = b' deux autres tiges articulées en A, A' aux 

précédentes et réunies en m par une articulation ; 
/ la distance donnée 00'. 

On rendra le système à liaisons complètes en s'imposant la 

condition que les angles OA/w, 0' A' m restent constamment 

égaux, sauf à voir plus loin comment il sera possible de réaliser 

cette conception. Si nous portons sur AO, A'O' les longueurs 

respectives 

, . .„ km. M m .,^, A'm.Xm 

(I) AB=-^,^^^, AB = — ^^3— , 

les triangles mAB, m A'O' resteront semblables, de même 
que les triangles mA'B', mAO. 
On déduit de là 





\m AB 
A'O' ~~ Mm' 


A' m A'B' 
AO ~ A/«* 


d'où 






(2) 


AB 
AO" 


A'B' 
~ A'O' 



Si nous représentons par k ce rapport, nous aurons 
('i') AB = A«, A'B'=^rt'. 

Les mêmes couples de triangles semblables donnent aussi 

(3) ,;îB=/«0'^, wB' = /wO^. 

b b 

On a, en raison de la similitude des triangles, 

B/wA = mO'A', 

0/wA=/7iB'A', 
et, en remarquant que 

/«B'A' = 7^0' A'-H O'mB', 

il vient, en retranchant la seconde de la première des inéga- 
lités ci-dessus, 

0/7iB = (rwB^. 
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Mais on a aussi 

BmB' = OmB' — OmB, 
0/w6' = 0mB — O'mîi'; 
d'où, en raison de la relation précédenle, 

bniè' = OmO\ 

angle que nous désignerons par 9. 

Sic? est la dislance BB', on a, en ayant égard aux valeurs (3), 

(l-=mB -h m H' — 2wB./?2B'coscp 

l- = mO-h mO' — awO.mO'coscp, 
d'où, par l'élimination de coscp, 

£n posant 

on a 

miy = a'^-i- 0'-— ia' b' cos'\i, 

mO = a^ + />2 — 2«6 costj;, 
et, par l'élimination de cosi}', 

(,) _,,o -^,.0 = ^, 

Il résulte des équations (4) et (5) que la distance d est con- 
stante et s'obtiendra, soit par le calcul, soit par une épure lors- 
qu'on se donnera la valeur de fr. Le système théorique pro- 
posé sera donc réalisé en joignant, au moyen d'articulations, 
les points B, B' par une tige. 

Prenons le point pour origine des coordonnées rectangu- 
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laires, 00' pour la direction de Taxe des x; nous avons 
el, en ayant égard à ces valeurs, l'équation (5) devient 



^6) 






où' ~b' ' 



La ligne décrite par le point m sera donc généralement une 
circonférence, el se réduira à une droite perpendiculaire à 
00' si ab = a' h'. 

Considérons spécialement ce cas particulier : soient 

S Tiniersection de la parallèle à Ox, menée par le point /w, avec 

la direction de OA; 
T Tinterseclion de la direction de mX avec Ox\ 
tù la vitesse angulaire de OA autour de 0; 
V la vitesse du point//?. 

On a, parla similitude des triangles //? AS, OAT, 

to.OA 
V = -T- Sm = co.OT. 

8. Engrenage elliptique. — Cet engrenage a pour objet de 
transformer une rotation autour d'un axe en une autre autour 
d'un axe parallèle au premier, de manière que le rapport des 
rotations suive une certaine loi qu'il s'agit d'établir. 

Soient (/«'^. 27) 

(S) et (S') deux ellipses égales, en contact sur la direction 

commune de leurs grands axes; 
0, 0' les foyers des deux courbes qui sont respectivement le 

plus et le moins éloignés du contact; 
F, F' les deux autres foyers. 

Si l'on fait tourner (S') comme roue menante de la gauche 
vers la droite autour du point 0' rendu fixe, on déterminera 
une rotation de (S) autour du point ^\\e 0, et le contact en m 
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{fig, 28) aura lieu consiammenl sur 00'. Le mouvemenl (S) 
sera interrompu à partir de l'instant où F' viendra, après une 
demi-révolion de (S'), se placer sur 00'. 
Soient 

9.a le grand axe et e Texcenlricité des ellipses; 

0' l'angle dont (S') a tourné, c'est-à-dire Tangle formé par 0' F 

avec le prolongement de 00'; 
m=^r', Ont = 2a — r' les rayons vecteurs de (S'), (S); 
r»), fji' les rotations autour de 0, 0'. 

Fig. 27. 




Comme (S) roule sur (S') censé fixe, on a 



et comme 



il vient 



0>' 


2a- 


— r 


r' = 


i-héJCOsO'' 




I — 


-e^ 



to i -H e^-h '2£?cosc 



3i6 
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En désignant par 9 Tangle mOï dont (S) a tourné, on a 

flr(r — ^2) 



Om = 

I — ecosO 

d'où, en idenlifiart, 

cosO = 



I + c?cosO 



ic -^(i -h r^ )C0s6' 



En se donnant le profil des dents d'une roue, on obtiendra 
celui des dents de i'aulre roue, en appliquant la méthode 




donnée pour les engrenages cylindriques, les ellipses se trou- 
vant substituées aux circonférences primitives. 

Si un flanc est rectiligne, il doit être normal à Fellipse. 
Comme les dénis font une faible saillie sur les ellipses, on 
pourra, sur une certaine étendue, remplacer les deux courbes 
par leurs cercles osculateurs. On substituera ainsi aux proflls 
réels des têtes de petits arcs d'épicycloYdes. Il est facile de re- 
connaître que la courbure des têtes va en diminuant à mesure 
que Ton s'approche d'un sommet du petit axe. Il est évident 
qu'il suffit d'exécuter le panneau d'un quart d'ellipse pour 
faire le tracé des dents des deux roues. 

La continuité du mouvement peut d'ailleurs s'assurer géo- 
métriquement en montant sur chacun des axes 0, 0' une autre 
roue elliptique identique à la première, mais inversement dis- 
posée. 
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9. Engrenage logarithmique, — Soient {Jîg. iç^) 

0, 0' les centres de deux rotations de sens contraires et qui 
sont les pôles de deux spirales logarithmiques représentées 
par 

OA, OA' les droites à partir desquelles on mesure les angles B 

m, m' deux points correspondants des deux courbes qui vien- 
nent coïncider sur 00'. 




Les angles 0, Q' défi lissant /w, m' auront entre eux la relation 

et il y aura contact en M sur 00', puisque les tangentes des 
angles formés par les tangentes en m avec les rayons vecteurs 

Oa/2, m sont respectivement -• 

En désignant par cp, q' les angles MOA, M'O A', on a 

co _ do 

to' do' ' 

mais de la relation 

oa déduit facilement 

do _ r' 

7k,' " 7 ' 
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Il vient donc 

w r' 

II suit de là que AM roule sur A' M considéré comme ^vm^. 

Exemple (machine à imprimer de Bacon et Donkin). — 
Soient {fig. 3o) deux carrés dont la longueur du côté est 2 a, 

Fig. 3o. 



disposés de manière que, lorsque Tune des diagonales de l'un 
se trouve suivant 00', deux côtés* parallèles de Taulre soien 
perpendiculaires à cette direction. On prendra 

To = OA = rt, r'o = O'A' = a \J'i\ 
d'où 

_ OIT ai: 

conditions compatibles dont l'une permettra de déterminer cl ' 
On remarquera que les arcs AM, MA' des spirales sont iden- 
tiques. 
On a 

max. - = v/2, miii. — = -J'î,. 

Le rapport d'un maximum à un minimum est égal à 2. 
Les arcs se reproduisant deux fois sur un côté des carrés, 
il y aura dans une révolution autour de et 0' quatre maxima 

et quatre mmima de -t* 

ro 

10. Joint Clémens. — - Ce mécanisme a pour objet de trans- 
former l'une dans l'autre deux rotations égales autour d'axes 
concouranis. 
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Soient (/g-. 3i) 
Oz, O'z' les deux axes de rotation; 
00' une perpendiculaire à la bissectrice de leur angle, qui les 

rencontre respectivement en et 0' et dont le milieu est C; 
So, S'o deux points de la bissectrice symétriques par rapport 

à 00'. 

Fig. 3i. 



S, 




Concevons que Ton relie So aux extrémités et 0' des ar- 
bres par des tiges ou manivelles OSo, O'So, munies chacune 
d'un tourillon perpendiculaire au plan de la figure et s'enga- 
geant dans des coussinets qui terminent les arbres. En So se 
trouve un genou, formé, comme on le sait, d'une sphère 
pleine, qui termine une des manivelles, venant se loger dans 
une sphère partielle creuse de même rayon et qui termine 
l'autre manivelle, La même disposition est adoptée pour le 
sommet S',, ; mais, comme elle n'a pour objet que de renforcer 
la première ou de donner au mécanisme un aspect particu- 
lier, qu'elle n'est pas utile au point de vue géométrique, nous 
en ferons abstraction. 

En admettant que le système soit possible, sauf vérification 
ultérieure, la rotation w' autour de O'z' déterminera une ro- 
tation û du triangle isoscèle OSoO' autour de 00', d'où résul- 
tera une rotation w autour de Oz. Il est évident que, en raison 
de la symétrie, les deux rotations 6j, w' sont égales et, de 
plus, de sens contraire. Nous désignerons par S une position 
quelconque du sommet du triangle. 
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Pour fixer les idées, nous supposerons que Oz est verlicâl 
et nous prendrons zO'z pour plan vertical de projection. 
Soient (y/g*. 3-2) 

FIg. 32. 




XqOx'q la ligne de terre perpendiculaire k Oz; 
l l'angle donné So 0' ; 

/ Pangle CO^,, également donné; 

K = CSo le rayon du cercle décrit par S; 

s, s' les projections horizontale et verticale de S, Osjc étant la 
projection horizontale du côté OS du triangle mobile; 

Oj la perpendiculaire à Ox dans le plan horizontal ou la di- 
rection de Taxe de la charnière 0; 

Si la position que prend S quand on rabat le plan du cercle de 
rayon R sur le plan vertical en le faisant tourner autour de 
sa trace CSo; 

^ ~ S|C^' Tangle dont le triangle a tourné à partir de la po- 
sition OSoO'; 
l'angle variable xOxo> 

La vitesse angulaire de l'arbre Oz est 

(if ' 

elle a lieu de la droite vers la gauche en se plaçant suivant 
Oz, en ayant les pieds en 0. 
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Si k est l'inierseclion de s's avec 0^o> on a 

sk = Ok tango = Si s'= R sin<p, 

d'où 

Ok = Rsincpcol6. 

Comme Ok est la différence des projections sur Xqx'q de 
C^' = R cos(p et de OC = R coiX, on a 

Ok = Rcoscpsirii — RcotXcos/; 

d'où, en égalant les valeurs de Ok, 

sino 



(i) tange: 



coscp sini — cotX cosi 



On déduira de là, en fonction de -^^ = w, 9 et 6, la ro- 
tation û = -^ du triangle autour de 00'. 

Soient x ^^ rotation de la manivelle OS autour de son axe 
de figure; x^ sa projection sur Oœ. 
La rotation û donne les composantes 

— ûsin/, suivant O3, 

— ûcosi, )> Oc^'o ; 

d'où, pour la composante suivant Ox, 

(2) Ç = — ûcosecosO = i^cos/cos0. 

D'autre part, on a 

2^ __ OS __ OSo R 



X 



O.v Os sinX _S^ 
sinO 

RsinO RsinO i sinî 



sin X Si v' sin X R sin cp sin X siii y ' 
sinX sino 



d'où 

(3) Xx = X gjj^o 



La manivelle ne pouvant tourner autour de Ox, qui est 

VII. 21 
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perpendiculaire à l'axe de la charnière, la somme des expres- 
sions (2) et (3) est nulle; par suite, 

_ cosi 8in0 cos6 do 
^^^ '-^ sinX siucp dt ' 

Soil ^ Tangle dont a tourné la manivelle OS autour de son 

dûf 
axe; on a %= -^5 et, en éliminant 6 au moyen de Tequa- 

lion (i), on trouve 

.-. ,. _ 0091 sincp(co8? sini — cotX cosi) ^y 

^ "~ sin X cos* tp sin* i — sin« i cot X cos <p h- cot* X cos* i -+■ sin* ç ' 

expression que Ton ne peut intégrer. 

Comme, généralement, cotXcot/ est plus grand que Tunité, 

ddf 

-jr ne peut s'annuler que pour 9 =1 o, 9 = 180°. Pour 9 = 90*», 

on a 

d^ __ tang:X cos/ do 

dt cos' i -f- lang* X dt 



DE L'aGGÊLËRàTION d'uN POINT. SiS 

CHAPITRE m. 

DE L'ACCÉLÉRATION D'UN POINT. 



11. U accélération d'un point y lorsque sa direction est 
constante, est proportionnelle au rapport du cube de la 
vitesse au rayon de courbure de la trajectoire, — Soient, 
à l'inslani f, (^ et 9 la vitesse et l'accélération du point et p 
l'angle qu'elles forment entre elles; 2c la corde interceptée 
dans le cercle osculateur par la direction de 9. 

Au bout du temps dt, la vitesse sera comprise dans le plan 
de (^ et (p, et ainsi de suite; d'où il suit que la trajectoire est 
plane. 

La composante (^ sin [3 de (^ normale à 9 étant constante, on 
a, en désignant par a sa valeur, 

t» sin p = a. 

Mais on a (t. I, p. 4^) 

(;2 p2 



d'où 



ce qu'il fallait établir. 
On a aussi la relation 



p sin^ 



p3 

pa 



£ = -• 

c a ' 



d'où un autre théorème qu'il est facile d'énoncer. 

12. L accélération d'un point dirigé vers un centre fixe 
est proportionnelle au cube de la vitesse, au rayon vecteur 
et à la courbure de la trajectoire. — On démontrerait, 
comme ci-dessus, que la trajectoire est plane. 
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Soient 

le centre fixe ; 

rie rayon vecteur; 

a Tangle qu'il forme avec la normale. 

L'indice o caractérisera les valeurs de i^, r, a, qui se rap- 
portent à un instant déterminé /o. On a, d'après le théorème 
des aires (t. I, p. 4^), 

vr cosa = ('o^'o cosao, 



et, en remarquant que cp cosa = — > il vient 

P 



pro^o cosao 



ce qu'il s'agissait de démontrer. 
On remarquera que 

P _ ^ 



c ro^o cosao 

d'où un nouveau théorème que nous nous dispenserons d'é- 
noncer. 

13. Rayon de courbure de la parabole. — Soient {fig. 33) 

Fig. 33. 




un point déterminé de la trajectoire d'un point pesant, où 
Ox est la direction de la vitesse (^o ; Oz la verticale du point 0. 
On a 



X = t'o^ 
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d'où, par réiimination de t^ pour l'équation de la irajecioire 
parabolique, 

^*= — -z. 
S 

Le foyer F de la parabole se trouve sur la droite partant 
de symétrique, par rapport à Oa?, du prolongement de Oz, 

^» 
et à la distance OF = — ^ du point 0. 

Soient 

A, KYzk le sommet et Taxe de la courbe; 
P la projection de F sur l'axe Ox, ou l'intersection de la tan- 
gente en A avec cet axe ; 
ic la corde interceptée par Oz dans le plan osculateur en 0. 

On a 

""^ c' 

par suite, 

= 2.C, 

d'où ce théorème de Maclaurin : 

La corde du cercle osculateur, déterminée par le diamètre 
correspondant, est égale au paramètre relatif à ce diamètre. 

Soit p = OG le rayon de courbure de la parabole en ; on a 

c = o cosGO^ = p cosGOF = ^ = 2 ÔP ; 



d'où 



OGcosGOF = 20F. 



Donc : le centre de courbure se projette sur la direction 
du rayon vecteur focal en un point H, distant du foyer 
d'une longueur égale à ce rayon, 

14-. Rayon de courbure de l'ellipse, — i^ Considérons d'a- 
bord l'ellipse comme étant décrite par un point /w, partant de 
Tun des sommets du grand axe 7, a avec une vitesse (^o> dont 
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raccéléralîon /xr (*), dirigée vers le centre, est proporiion- 
nelie au rayon vecteur r, menée de ce centre au mobile m. 
Le second axe est donné par 

Soient/? la dislance du centre à la tangente en m ou la pro- 
jection de r sur la normale; v la vitesse et o le rayon de cour- 
bure en m. 

L'accélération normale étant ^p, on a 

- = l^p^ 

ei, d'après le principe des aires, 

çp = i>Qa. 
En éliminant if et u entre les équations ci-dessus, on trouve 

Soient {Jig. 34) OC le demi-diamètre conjugué au rayon 
vecteur Om = r; mD =/? la distance de m k OC; on sait que 

et Ton a, par suite, 

Portons sur le prolongement de OC, à partir du point C, la 
longueur CE = OD, et déterminons l'intersection T de la di- 
rection de rnD avec la perpendiculaire en E k mE; nous 
avons 

__, DE* Ôc' 

DT = -^=r- = -=r = p, 

mD niD 

et, en portant sur /wD, à partir de m, la longueur mG =z Dï, 
on déterminera le centre de courbure G de l'ellipse. 

C) T. I, p. 64. 
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On déterminerait de la même manière le centre de cour- 
bure de l'iiyperbole censée décrite par le point m, en vertu 
d'une vitesse initiale Vq à l'un des sommets et de Taccéléra- 



/x 



lion ij..0m dirigée dans le sens deOm. 



VÏQ. S\. 




'2<> Considérons maintenant l'ellipse comme étant directe par 
un point m dont l'accélération, dirigée vers un foyer F, varie- 
rait en raison inverse du carré du rayon vecteur r = Ym; 
dans ce qui suit, p représentera la dislance de F à la tangente 
en /w, « l'angle formé par r avec la normale. 

Nous avons 

p = /«cosa, 

et, en nous reportant à la page 66 du Tome I, 

_ k _ ^2 _ ^ 

L'accélération normale a pour expression 



p" 



^ 1 

^2 p 



r* cos^a p 
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el, en ridenlifianl à 9 cosa, on trouve 

p = . 

^ a cos* a 

En désignant par r' le rayon vecteur ¥'m parlant de Tautre 
foyer F', on a, d'après une propriété connue, 

b^= / co8a./''cosa, 
d'où 



acosa 



Soient s rinierseciion de la normale avec FF'; n le point 
symétrique de F' par rapport à la tangente ; les triangles sem- 
blables m¥s, /iFF' donnent 

— Fm.F'/î rr'cosa 

rfis = — r= — = > 

F/^ « 

et l'on a, par suite, 

cos^a 

Il suit de là que le centre de courbure G s'obtiendra en 
menant en s une parallèle à la tangente, rencontrant en t le 
rayon vecteur Y m, puis déterminant Tintersection de la nor- 
male avec la perpendiculaire en / à ce rayon. 

Cette construction s'applique évidemment à l'hyperbole et à 
la parabole. 

15. Propriétés géométriques de la cycloïde. — Nous dé- 
signerons par R le rayon de la circonférence génératrice. 
Soient à l'instant / (Jig. 35) 

0, a, b les positions du centre, du sommet, du point de con- 

tact avec la droite directrice bx de la circonférence; 
m celle du point décrivant; 
p le rayon de courbure en m. 

Soient de plus F le sommet de la cycloïde et/ sa projection 
sur bx. 

Nous pouvons supposer constante la rotation instantanée w 
autour de 6; en la transportant en 0, nous obtiendrons la 
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translation wR parallèle à bx et la rotation w autour de 0, 
qui seule déterminera pour le point m une accélération, soit 

Fig. 35. 




&)2R, dirigée de m vers 0. La composante normale de cette 

accélération étant w^ — :, nous aurons 

2 



mb 



mb 



d'où 



p = -ji mb. 



Donc : le rayon de courbure de la cycloïde est le double 
de la normale. 

Soit g rintersection de la direction de ab avec la perpendi- 
culaire au centre de courbure c à cbm. On a évidemment 



bg = nb : 



2H, 



et la circonférence décrite sur bg comme diamètre passe 
par le point c. Si d est l'intersection de F/ avec la parallèle 
en g- à bx, on a 

arcc^ = arcû/n = arcamb — arc/n6 = bf= gd. 

Il suit de là que la développée de la cycloïde est une courbe 
qui lui est identique, mais dont les sommets et les points 
de rebroussement correspondent respectivement aux som- 
mets et aux points de rebroussement de Venveloppe. 
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Soient m! un point de la cycloïde infiniment voisin de m ; 
V le point d'intersection de la normale m! c avec fx. L'aire 
du triangle mcm' est quadruple de celle du triangle bcb' ; par 
suite, Taire du quadrilatère wbb'm' est triple de celle du 
triangle bcb' ou du triangle mbn déterminé par la corde de la 
circonférence parallèle à cm' . Il suit de là que : 

1° Une portion de Vaire de la cycloïde y comprise entre 
deux normales quelconques^ est le triple de la portion de 
raire du cercle générateur, limitée par les parallèles à ces 
normales menées par le point de contact de ce cercle avec 
la droite directrice; 2® Vaire de la cycloïde est triple de 
celle du cercle générateur. 

Si h est l'intersection de an avec bn, on a évidemment 
mm' z=z2kn, c'est-à-dire que l'accroissement infiniment petit 
de l'arc ¥m mesuré à partir du sommet est le double de l'ac- 
croissement infiniment petit de la corde am. Donc : 

I® L'arc de la cycloïde, mesuré à partir du sommet, est 
égal au double de la corde correspondante du cercle géné- 
rateur, partant de son sommet; 2° la longueur totale de la 
cycloïde est égale à quatre fois le diamètre du cercle gêné- 
rateur. 

Soient 

1 la projection de m sur ba; 

a l'angle mba formé par la normale avec la direction de ba ; 

z la distance al: 

y la distance /ni; 

s l'arc Fm. 

On a 



d'où 



am 


.9 
2 


= v/ïR.rtI, 


cosct 


bm 
âb 


\/abM 
= ab ' 




s :i= 


'2V/2K3, 




cosa = 
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Nous voyons ainsi qu'en désignant par A, B deux con- 
sianles, l'une ou l'autre des équations 

cos a ^ B y/ y 

représentera une cycloïde dont il sera facile de déterminer le 
rayon de la circonférence génératrice. 

16. Rayon de courbure de Vhélice. — Soient |3 l'angle 
constant sous lequel l'hélice coupe les génératrices du cy- 
lindre; R le rayon de courbure de la section droite du cylindre. 

La courbe peut être considérée comme étant décrite par un 
mobile qui se meut sur la section droite avec la vitesse con- 
stante ^, tandis que cette section se transporte parallèlement 
à elle-même avec la vitesse v cotj3. 

Or la seule accélération qui résulte de ce double mouve- 

ment est l'accélération -^ normale à la section droite, néces- 

sairement dirigée suivant le rayon de courbure de l'hélice, 
puisque la vitesse résultante (^ v^i -f- cof-^p est constante. 
Ainsi la direction du rayon de courbure p de l'hélice se con- 
fond avec celle du rayon de courbure de la section droite. 

Enfin on a 

('2 pîCr-T-COtîp) 

R^ '9 ' 

d'où 

R 



P -::3R(l-hC0l2p) 



sin* ? 



et une construction simple fera connaître la position du 
centre de courbure de l'hélice. 
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CHAPITRE IV. 

DE L'ACCÉLÉRATION D'UN POINT D'UN SYSTÈME INVARIABLE. 



§ I. — Moui^ement d'une figure plane dans son plan (* ). 

17. On peut supposer que la rotation instantanée (ù est con- 
stante. Le centre des accélérations, dit alors géométrique^ se 
trouve sur la perpendiculaire à la vitesse U du centre instan- 
tanée de rotation 0, menée en ce centre, en sens inverse de la 

rotation de w, et à une distance du même centre égale à — • 

Cl) 

Supposons que Ton puisse déterminer le centre géomé- 
trique A des accélérations de la figure et proposons-nous de 
trouver le rayon de courbure de la trajectoire d'un point m de 
cette figure. Soit I la projection de Asur 0/n. La composante 

normale — de l'accélération de m n'étant autre chose 

P 

que la projection w^./tîI de l'accélération totale w-.A/w de ce 
point sur /wO, on a 

p./«I = Oaw . 
d'où p. 

Si à l'inverse p est donné, la position du point I sera déter- 
minée, et alors on saura que A se trouve sur la perpendicu- 
laire en I à 0/72. 

18. Détermination du centre géométrique des accéléra- 
tions dans quelques cas spéciaux : 

I" Le mouvement de la figure (S) est défini par le rou- 

(») T. ï, p, 92. 
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lement d'une courbera) tracée dans son plan sur une 
courbe fixe (o-'). — Soient 

le poinl de conlacl de (o-), (o-') ou le centre instantané de 
rotation de (S); 

R, R' les rayons de courbure de ces courbes en ; 
ds rélément commun aux deux courbes. 

On a (n» 5) 

or ds = Udt, par suite, 

U I _ RR^ 

co " i_^± ~ R±r' 
R~"R' 

ce qui définit la position du centre géométrique A. Cette for- 
mule est notamment applicable à la détermination du rayon 
de courbure de la classe des épicycloYdes. 

Si la courbe fixe se réduit à une droite ou si R'^oo, le 
centre coïncide avec le centre de courbure de la courbe mo- 
bile ((7). 

Supposons, par exemple, que (o-) soit une parabole : soient 

F le foyer qui décrit une courbe dont on veut déterminer le 

rayon de courbure o; 
G le centre de courbure en 0; 

1 sa projection sur la normale OF. 

On a 

2 

OF 
FI= ^^^; 

P 

mais, dans la parabole (n° 13), IF—FO; donc 

P = FO, 

où le rayon de courbure est égal à la normale, ce qui caracté- 
rise la chaînette. 

20 Une des conditions du déplacement de {S) est que l'un 
n de ses points soit assujetti à rester sur une courbe don- 
née, — Soient C le centre de courbure de la courbe ; I la pro- 
jection du centre A sur Cn, 
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On a, d'après ce qui précède, 



n\ = 



0/1 



ce qui détermine une perpendiculaire h Cn sur laquelle se 
trouvera A. 

On remarquera que, si la courbe se réduit à une droite, le 
point A se trouve sur cette droite. 

Le centre A se trouvera déterminé dans le cas où deux 
points /i, /i' de (S) seraient respectivement assujettis à rester 
sur deux courbes données. 

3* Une des conditions du déplacement de (S) est qu'une 
courbe tracée dans son plan passe constamment par un 
point Jixe Q. — Soient (Jig. 36) 




nn^, W|/i2 deux éléments consécutifs delà courbe, le point n 

se trouvant en Q à l'instant t; 
le centre instantané de rotation, situé sur la normale au 

point n ; 
C le centre de courbure et de l'angle de contingence au même 

point. 
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Au bout du temps di, w/ii W2sera venu en /i'Q/i'j,le point wi 
venant coïncider avec Q, et le centre instantané venant se 
placer en 0' sur la normale à QWj. 

On a 

/i'Qrt'j = iSo**— £, //'QO = 90° — uj dt, 
OQ/î', =n'Qn\ — //QO = 90°— dt-^^ dt, 
O'QO = 90°— ÔQ/2'2 = dz— txidt. 

Soient A le centre géométrique des accélérations, situé sur 
la perpendiculaire en à 00'; K, I les projections sur OQ de 
Cet A. 

Nous savons que _ 

a> at 

Les triangles semblables OAI, OO'K donnent 



mais 



d'où 



on a aussi 



00' ^^^ 



O'K = O'QsinO'QO = OQ^de - o)dt), 



y /^' =r n/ii = w . OQ dt, 
dz _ T 

par suite, 

-2 

(«) OI=^~ÔQ. 

On remarquera que 

ÎG = ai-ÔG=^-ÔQ-(OQ-CQ) = ^^^:Z^^^' 

ou 

— 2 

(b) IC = ^. 

GQ 
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L'une ou l'aulre des formules (a) ei {b) déterminera le 
point l, par suite, une perpendiculaire à la normale OQ sur la- 
quelle se trouvera le centre A. 

Si la ligne donnée se réduit à une droite, ou si GQ = oo, on 

a simplement 

OI=-OQ. 

Les rayons de courbure de la conchoïde et de la cissoïde (*) 
se construiront facilement en faisant l'application de la se- 
conde et de la troisième des règles ci-dessus. 

19. Sur les propriétés d'une courbe qui rouie sur une 
droite, — Déterminer la forme que doit avoir une courbe pour 
qu'en roulant sur une droite un point m de son plan décrive 
une courbe donnée, tel est le problème que nous nous pro- 
posons de résoudre. 



Soient (/g*. 87) 



Fig. 37. 




le point du contact de la courbe cherchée avec la droite di- 
rectrice ; 

p = OC le rayon de courbure de cette courbe, C étant aussi le 
centre géométrique des accélérations; 

R — /wK le rayon de courbure de la courbe décrite par m ; 

r = /wO sa normale; 

9 Tangie que cette normale forme avec OC; 



(') Considérée comme le lieu du milieu du côté d'un angle droit, dont 
l'extrémité décrit une droite, la direction de l'autre côté étant assujettie à 
passer par un point fixe. 
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mx une droite fixe dans le plan de la courbe mobile, menée 

par m ; 
ï son intersection avec la droite directrice du roulement; 
Tangle formé par /wO avec mx, 

La courbe cherchée sera définie par une relation entre les 
coordonnées polaires r et 0. 

L'accélération normale —jz— du point /w, dirigée de m vers K, 

étant égale à sa composante de w^. C//2 suivant sa direction, ou 
à &)2(r — p COS9), on a 

I _ I pcoso 

Or 

OT.r = 0-i-9o°— o; 

d'où, pour l'angle de contingence de la courbe roulante, 

et, en désignant par ds = l'élément d'arc de cette courbe, 

^ ' C0S9 

_«?.<■_ r S) 

^ ■" i/(0 — cp) ~ COScpt3^(0 — o)* 

L'équation (i) devient 

j^ I rfe 

K 
d'où 



/• 


rii(« — 


?; 


<fo 


r 




r/0 


-r-K' 





Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que l'équa- 
tion (2) permet de résoudre immédiatement le problème pro- 
posé dans le cas où R = /wr, m étant un nombre quelconque 
positif ou négatif : on a, en effet, 

^? — __ ^ 
d'où, en choisissant la direction de mx de manière que 9 soit 

VII. 21 
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nul avec 0, 








C^) 




?=- 


e 


m — 1 


On déduit de là 










dr 
rd^~ 


tangcp 


e 




- '^"^m-i 



puis, en désignant par r© la valeur de r correspondant à 0^ o, 

e 

(4) r = To cos'"-* • 

L'hypothèse de m = i est inadnîissible, ce qui est d'ailleurs 
évident a priori. Pour m = 2, la courbe roulante est une cir- 
conférence dont le dianièlre est égal à r©, ce qui devait être, 
puisque la relation R^olt caractérise la cycloïde. Pour 
/w = — I, on obtient une parabole rapportée à son axe et à son 
foyer; la courbe caractérisée par r— — K est la chaînette que 
nous avons déjà rencontrée au n* 18. 

Proposons-nous maintenant d'intégrer l'équation (2) en sup- 
posant que R soit exprimé au moyen de la variable r. Nous 

avons 

do do dr do . ^lo&:coscp 

et l'équation précitée devient 

f/Iogcos<p 



dr ~ r — lV 

d'où, en désignant par G une constante positive, 

(5) coscp = \/Ce ^ '— «. 

On déduit de là 



lang?p 






d'où, en désignant par t une seconde constante, 

/» dr 

(G) . / 



/» dr 
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Si le lieu de m est un cercle ou si R est constant, l'intégra- 
tion peut s'effectuer, mais le résultat obtenu est trop compli- 
qué pour qu'il y ait lieu de s'y arrêter. 

Supposons que Ton veuille tracer la courbe méridienne de 
la surface de révolution dont la moyenne courbure est con- 
stante et égale à ^ • Nous aurons, en prenant pour droite di- 
rectrice l'axe de la surface, 

2 , I _ I 

et l'équation (6) donne, par l'élimination de R, 

dr 



=^/ 



/«v/rc/- — 3iK) — G 



I 



Cette intégrale s'obtient facilement en posant r= -et l'on 

z 

obtient finalement 

_C 
K 



^"i/'-^ë 



cos(ô -h e) 



En choisissant convenablement la direction de mxy on peut 
faire en sorte que € = i8o<>, et alors il vient 



(7) 



G 
K 



-\/'-i 



r^cos6 



On voit ainsi que la courbe donnée est décrite par le foyer 
d'une conique roulant sur une droite. 

Pour que r soit positif, ce qu'exige la nature de la question, 
il faut que G et K soient de signes contraires. Si K est positif 
et G négatif, la courbe roulante est une hyperbole. Si K est 

négatif et G positif, la courbe est une ellipse. Enfin, si, ^^ res- 

tant fini, K est infini, on obtient une parabole. 

Mais ce mode de génération de la courbe ne permet pas de 
voir nettement les différentes formes qu'elle peut affecter; il 
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convienl à ce point de vue ;de compléter la solulionainsi qu'il 



suit. 



I» La courbe roulante est une ellipse. — Soient {fig. 38) 

Fig. 38. 




Ox la droite directrice prise pour l'un des axes coordonnés ; 
2(2, 2 i le grand et le petit axe de l'ellipse qui touche Ox en^K : 
F le foyer décrivant, F' l'autre foyer; 
0P= «r, FP = j les coordonnées de F; 
y z=z F'P' l'ordonnée de F'; 

o = ¥Tx l'angle formé avec Ox par la tangente en F au lieu 
décrit. 



On a 



d'où 
d'ailleurs, 



j =FKcoso, ^' = F'Kcoso, 



r -^y = 2acoscp; 

yf = ^^ 
et, en éliminant j' entre les deux dernières équations, 

(8) j*— îà«/coscp -+- ^* = o. 

Si 9 est obtus, il faudra changer le signe du second terme de 
l'équation (8). 

La courbe est ondulée et ses points minima et maxima cor- 
respondent à o = o et respectivement à 



(9) 



Ji = rt — v^rt* -i- ^*, j'2 = rt ^- V^rt* — b^- 
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On déduit de Téquaiion (8) 

(lo; COSCP = : . 

Il y a nécessairement un point d'inflexion entre un minimum 
et un maximum consécutifs, qui est donné par -7Î =o, qui 
correspond à j = i et à 

COS CD = - . 
' a 

2^ La courbe roulante est une hyperbole.— I! suffit,* dans 
ce cas, de changer le signe de b^ dans les équations (8) et (10), 
qui deviennent 

(8') >'2 ijZ-iajcoscp — /;* = o, 

(10') COSCP = ±^1^^:^'. 

Soient (F), (F') les courbes décrites par les foyers F, F'. En 
prenant ^r' en valeur absolue, on a 

Pour simplifier le langage, nous supposerons Ox horizon- 
tal, ce qui nous permettra de considérer l'hyperbole comme 
composée d'une branche supérieure (B) et d'une branche 
inférieure (B'). Soient {fig. 39) Fo, F^ les points de (F), (F') 
correspondant à la position de (B) pour laquelle Ox est la 
tangente au sommet. Faisons passer Oj par F© et faisons rou- 
ler (B) sur Ox de la droite vers la gauche; cp diminuera à par- 
tir de iSo*» et le mouvement s'arrêtera pour 9 = 90*» ou 
y=^y'=zbj puisque Ox deviendra une asymptote com- 
mune à (B) et (B'). Nous aurons ainsi obtenu les arcs FoF| 
FjF, de (F) et (F'), aux extrémités Fi, Y\ desquels les tan- 
gentes «eront verticales. Faisons maintenant rouler (B') sur 
Ox de la gauche vers la droite jusqu'à sa position extrême; le 
point F décrira l'arc F| F2 identique à F^ F',. On sera ainsi ar- 
rivé au tracé FoF| F2 d'une demi-boule de (F), que l'on com- 
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plèlera en faisant rouler sur Ox, dès l'origine, la branche (B) 
de la gauche vers la droite. 



Fi?. 


3r- 


f 


'7 


C""' 
1 


\ 


1 


V. 


y 




K 


X 


J 




r?i 




F'ï 
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3° Za courbe roulante est une parabole. — En posant 
= p Ql supposant a = oc, l'équation (lo) donne la suivante 



C0S9 = 



qui est bien celle de la chaînette. 

§ II, — Accélération d'un point d'un système invariable 
dans le cas le plus général. 



20. Expression de r accélération. — Pour simplifier, nous 
appellerons axe des vitesses l'axe instantané de rotation et de 
glissement du système (S). La vitesse orthogonale de cet axe 
sera le rapport à l'élément du temps de la plus courte distance 
de deux de ses positions consécutives. L'accélération de glis- 
sement sera l'accélération dans le mouvement de translation 
de (S), c'est-à-dire la dérivée géométrique de la vitesse de 
glissement. 
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Soient {fig. 4o) 

Oz, 0' z' deux axes des vitesses consécutifs du système inva- 
riable (S); 

00' 
U=--iT- la vitesse orthogonale dont la direction sera prise 

pour axe des x, en plaçant l'origine en 0; 
0), GO -h ddi les vitesses angulaires instantanées autour de i)z, 

O'z; 
Q, 0' les vitesses de glissement suivant ces directions ; 

Fig. 4o. 




a, w les accélérations angulaires et de glissement; 
Oz\ la parallèle en à O'z'; 

Oj la perpendiculaire en menée au plan xOz dans le sens 
de û). 

La rotation w -i- rfco peut être considérée comme étant la ré- 
sultante d'une rotation égale autour de Oz'^ et d'une transla- 
tion (&) -i-rfw)00'= Uwcf/ dont la direction coïncide avec la 
partie négative de Oj. La rotation w-i-rfo) autour de Oz\ se 
décompose en w autour de Oz et en a dt. 

Enfin, on a 

(7 = Q -H (V^. 

Soient 

M, M' les positions d'un point du système correspondant à 

celles Oz, 0' z' de l'axe des vitesses; 
r leur distance à Oz; 
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p,p-\-dp leurs distances respectives à l'axe de l'accélération 
angulaire. 

La vitesse de M' est la résultante de w r, a (/? + dp) dt=^(xp dt, 
l](ùdt, Q, ivdt. Or, si l'on considère M, M' en projection sur 
le plan j?Oj, on voit que la vitesse wr de M' est celle que 
prendrait au second instant le point M s'il tournait effective- 
ment autour de Oz censé Vixe avec la vitesse angulaire con- 
stante w; il éuit de là que la vitesse wr de M' se compose de 
celle wr de M et de l'accélération élémentaire centripète w-rrfA 
L'accélération du point M a donc pour expression 

o)* r -\- px -t- (V H- w U 

ou se compose : i" de l'accélération centripète due à la vi- 
tesse angulaire autour de Vaxe des vitesses; a** de Vaccélé- 
ration due à V accélération angulaire; 3° de V accélération 
de glissement; 4'' d'une accélération égale au produit de la 
rotation instantanée par la vitesse orthogonale et dont la 
direction s'obtient en supposant que Vonjasse tourner au- 
tour de taxe des vitesses la vitesse orthogonale de 90° en 
sens inverse de celui de la rotation instantanée. 

En supposant oi=i -J , iv= o, on retombe sur l'énoncé qui 

se rapporte au mouvement d'une figure plane dans son plan. 

Dans le cas où le système invariable est assujetti à tourner 
autour d'un point fixe 0, on a «^ = o, U =r 0, et 0.r est per- 
pendiculaire au plan de deux axes des vitesses consécutifs. 

Revenant aux généralités, soient 

d^ l'angle zOz\\ 

az = ^' aj= w-y^ les composantes de l'accélération angu- 
laire suivant Oz, Oj; 

Wz = -j. , "^^y = Q ^ '^s composantes semblables de l'accé- 
lération de glissement; 

6 l'angle que forme r avec Ox\ 

a; = r cose, j = r sin e, z les coordonnées du point M ; 
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?o ?r> Çz ï^s projections sur Ox, Oj, Oz de raccéléralion 9 
de ce point. 

On a 

Ci) ] ^j' — --- w2j h- a-.r — toU+t^'y, 

Proposons-nous de voir si, à chaque instant, il n'existe pas 
un ou plusieurs points de (S) dont l'accélération est nulle, ce 
qui revient à exprimer que 

/' — IM^X — a- r -f- '^yZ = O, 
( 2 ) • to2j _+- a- J7 — tO U -I- i\'y = O, 

\ — OLyX H- a'z = o. 

Les trois plans représentés par ces équations ne se couperont 
généralement qu'en un point auquel nous donnerons le nom 
de centre des accélérations; mais il en est autrement si une 
de ces équations est identique ou si deux d'entre elles rentrent 
Tune dans l'autre. Nous avons à cet effet plusieurs c^s à exa- 
miner. 

lo a^=ro, wz=^o. — La troisième des équations (2) est 
identique; mais le système (S) se meut parallèlement au plan 
xOy: il y a donc un axe des accélérations ou un centre si l'on 
considère le déplacement d'une figure plane dans son plan. 

2« w= 3. — La première des équations (2) devient 

z a- 

et les deux autres donnent 

ce qui exprime que les directions de a et w sont perpendicu- 
laires entre elles : il y a donc un axe des accélérations. Cela 
devait être, puisque a et w, considérés respectivement comme 
une rotation et un glissement, se composent en une rotation 
parallèle à a. 

3^ a^ =: G, Wz^o, — On a ^ = 00, et il n'y a aucun point 
de (S) dont l'accélération soit nulle, comme on devait le pré- 
voir; car az= a et cvj— wU se composent en une rotation a 
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parallèle à Oz, el tous les points de (S) possèdent l'accéléra- 
lion iVz- 

Nous ne nous occuperons dorénavant que du cas général 
où il y a un centre des accélérations. En désignant par j?i, j, , 
Zi les coordonnées de ce centre, les formules (i) devien- 
nent, en ayant égard aux équations (2), 



cp^ r^ — ti)2(.r — xi ) — (Zy(j ~yx ) -h a,(3 — 2i ) , 



( o- =._a;,,(.r— .ri), 



et expriment que : L accélération en chaque point du sys- 
tème (S) est la même que si la rotation instantanée et V ac- 
célération angulaire avaient lieu autour du centre des ac- 
célérations considéré comme fixe. 

21. Composantes normale et tangentielle à la trajectoire 
de l'accélération d'un point du système invariable. ~ Soient 

(fig- 4o) 

m la projection du point M sur le plan xOy; 

V = v^w'-r- -h Q2 la vitesse de ce point ; 

y Tangle qu'elle forme avec Or, défini par tangy = — - ; 

R, ï les composantes de l'accélération de M suivant Om 

et wr; 
9//, 9f les composantes normale et tangentielle de 9. 

Nous avons, en ayant égard aux formules (1), 



(4) 



1 11 = cpj. cos £ -h cpj. sin £ — — bi^r -h 7,y'~ — ( a>U — Wy) — , 
I T = ^y cos£ — cp^-sins = a-/* — cty- (toU — (^i^y) — • 



En désignant par rj la composante de 9;:-hT, perpendicu- 
laire à V, on a 

(5) r^ = Tcosy — «ps siny, 

(6) cp/= Tsin Y^-?2C0SY. 

Enfin nous avons 

(7) cp„=/R2-hV. 
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On devra remplacer, dans les expressions (6) ei (7), (pz, T, 
R, Yï par leurs valeurs (3), (4) el (5); puis y par sa valeur 
donnée plus haut. 

Si p est le rayon de courbure de la trajectoire de M, il sera 
déterminé par 

(8) p=^-^. 

22. Direction de la normale principale de la trajectoire. 
— La composante yj de 9^ donne les suivantes 

( — T^cosY sins suivant 0.i\ 
T^ cosv suivant wr < ^ 

( r^cosYCOss » Oj , 

— r^ sinY » Oc, 
et, en tenant compte de Tautre composante R, nous avons 

, . R cos£ — r, cosY sins 

COS(o„,Jf)= ^ ^ , 

. . / X R sins -H r COSY cos£ 

(9) \ cos(cp,,,j = -^ i , 

COS(cp«, -3)=— -^ !-. 

23. i^/a/i osculateur. — Le plan qui lui est mené parallèle- 
ment à Forigine est déterminé par les droites égales et paral- 
lèles à V et cp menées par cette origine. L'équation du second 
plan, en désignant par X, Y, Z ses coordonnées courantes, est 
ainsi 

(Qcpy— ©-w.r)X — (QojT-i- Çcwr)!' -h (ji{x(^jc-hfQy)Z ^ o. 

24. Lieu géométrique des points du système dont r accé- 
lération normale est nulle, — D'après la formule (7), il faut 
que Ton ail simultanément 

{a) R=o, 

{b) r,=zo, 

équations qui représentent deux surfaces dont Tintersection 
est le lieu cherché. 
L'équation (a) revient à la suivante 

(10) a>2(j;2_j_jî) — oj^j-2 _j_(ajU-- «v)j = o, 
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qui représente un hyperboloïde dont le centre est situé sur 
0/. Si aj= o, (Vj= o, ce qui est, notamment, le cas où le 
système se meut parallèlement au plan xOy, la surface se 
réduit à un cylindre droit. 
L'équation (é), par des substitutions, prend la forme 

1 H- (a^.r — «'-)a)(.r*-i-j') = o, 

et représente une surface du troisième degré. Si Q est nul, 
cette surface se réduit à un plan représenté par 

OLyX II'- = O, 

coupant la surface (lo) suivant une parabole qui est le lieu 
cherché. 

Enfin l'équation (ii) est satisfaite d'elle-même si le sys- 
tème se meut parallèlement au plan œOXy ^l le lieu est alors 
le cylindre ci-dessus. 

25. Lieu des points dont l'accélération tangentielle est 
nulle, — En égalant à zéro le second membre de l'équa- 
tion (6), on obtient 

(12) [a;:(.r2-i-/2) — OLyyz^{Wy— ti)U).r]a) -h Q(«'-— OLyx) = o, 

équation d'un hyperboloïde qui se réduit à un cylindre droit si 
ay = o. 

26. Examen d'un cas spécial. — Supposons que le sys- 
tème tourne autour du point fixe avec une vitesse angulaire 

constante, nous avons Q = o,(iP' = o, U=:o, a^ = o, aj=: &3-^> 

y — 90°, puis 



(i3) 



.TZ 

R = — w'r H- av — 3 

^ r 

T = — a y ^— , 



*y^t 



P„=/ 



ta^r^— 'ibi^aLyXZ-\ — =^(x*-i-/2-l- 3*)j:2; 
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cos(o„, x) = - ^ ^ — L , 



Z'*?/» 



COS(cp«, s) =----. 
9/1 



On sait que le mouvement de (S) résulte du roulement 
d'un cône sur un cône fixe. Nous supposerons que ces deux 
cônes sont de révolution, et nous désignerons respectivement 
par 2èy 2à' les angles de leurs sections méridiennes. Les sec- 
tions normales k Oz des cônes, distantes de Torigine de Ç, 
rouleront Tune sur Tautre, et, en appelant rf^» ^^x' ^eurs an- 
gles de contingence, on aura 

en prenant Tun ou Tautre signe, selon que le cône fixe sera 
extérieur ou intérieur au cône mobile. Comme la valeur de 
l'élément commun aux deux sections est da = l^d^, nous 
avons 

Mais les rayons de courbure principaux des deux cônes 
sont respectivement Ç tango, Ç tango'; d'où il suit que Ton a 

d^ o)* 

ay = to — ^ = 



^' di coto=bcot8'' 

Les formules (i4) seront ainsi rendues indépendantes de w, 
et feront connaître, notamment, les éléments de la courbure 
d'une ëpicycloïde sphérique. 
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CHAPITRE V. 



DU MOUVEMENT RELATIF D'UN POINT PAR RAPPORT 
A UN SYSTÈME INVARIABLE. 



27. Expression de r accélération reiatii'e d'un point en 
fonction de l'accélération absolue et des accélérations ap- 
parentes. — Nous sommes arrivés à l'expression dont il s'agit 
au Tome I (1" Partie) par des considérations géométriques. 
Nous nous proposons ici de reproduire l'élégante méthode 
semi-géométrique, semi-analytique employée pour le même 
objet par M. Ph. Gilbert, et qui permet d'écrire immédiate- 
ment les équations du mouvement relatif du point, sans passer 
par deux théorèmes intermédiaires, sur les accélérations cen- 
trifuges composées. 

On sait que le mouvement du système invariable (S) peut 
être considéré comme résultant d'une translation et d'une 
rotation autour de l'un de ses points. 

Soient {fig. 40> à l'instante, 




W la vitesse de translation du système (S); 
Ox, Ox, Oz les positions de trois axes rectangulaires fixes 
dans ce système; 
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n,pj q les composantes suivant ces axes de la rotation instan- 
tanée 0) du système; 

X, y, z les coordonnées du point mobile m dont on veut dé- 
terminer le mouvement relatif par rapport à ( S) ; 

V, cp la vitesse et Taccélération absolues de m; 

Oa une droite égale et parallèle à V menée par 0; 

Oa' la droite semblable qui se rapporte à Tinstanl ^4- dt. 

On a 

aa! 

ce qui exprime que 9 est la vitesse absolue du point a consi- 
déré comme un mobile. Cette vitesse étant la résultante de la 
vitesse relative de a par rapporta Ox, Oy, Oz, et de la vitesse 
d'entraînement, on a en projection sur Ox 

(0 ?-=^ + pV.-^v^ (1). 

D'autre part, si V^ représente la vitesse relative de m par 
rapport à (S), on a aussi 

V.r = Wa:-\-pz — qf -h V;..r, 

, et, de même, 

i Vy = Wy H- qx— nz -f- V,.j, 
[ V- = Ws + ny— px-\- V,.-. 

(Iz (ly* 

Si l'on remarque q^e^ = V^^, -^=:Yrx, ^^ première de 

ces équations donne la suivante 

et si Ton porte celte valeur dans Téquaiion ( 1 ) ainsi que celles 
de Vj, Yz données par les équations (2), on trouve 

dWx dp dq 

— q{q^—nz) 4- --^ -+- lipYrz— q^ry)- 

(') Nous avions déjà donné cette formule dans notre Traité de Ciné- 
matique pure, 1862, p. 224. 
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En y supposant V^ = o, celle formule donnera la compo- 
sante suivant 0^ de raccéléralion 9^, dite ^'entraînement^ 
du point du système où se trouve actuellement m; d'autre 

part, —^ est la composante suivant le même axe de Taccélé- 

ralion relative <pr de /w ; on a donc 

( 3 ) 9jc = ^ex -+■ «P/'x -+- 2 (/? Vrc — q \ ry )- 

Soient 

0&) l'axe instantané de rotation de (S) autour de l'origine 0; 
OVr la droite menée en qui représente \r en grandeur et en 

direction; 
V^l = Ur la distance du point VV à l'axe Ow ou la projection de 

\r sur un plan perpendiculaire à cet axe. 

L'expression p \rz — q V,.j représente, en projection sur Ox, 
la vitesse oa.lVr du point Vr dans son mouvement de rotation 
autour de Ow. L'accélération 2&)Ur dont la direction est celle 
de la projection Ur à laquelle on aurait fait subir un quart de 
révolution autour de Ow est ce que l'on appelle V accélération 
centripète composée. On a aussi 

(4) cp = «p^ -I- ©c 4- 2 eu U,. 

ou 

Théorème L — L accélération absolue est la résultante des 
accélérations relatii^es d'entraînement et centripète com- 
posée. 

On peut encore écrire 

(5) «P/- = 'f — ?i^-i-2wU,., 

en convenant de considérer l'accélération 'icùVir (dite cen- 
trifuge composée) comme étant dirigée suivant la projec- 
tion Ur de Vr, à laquelle on aurait fait subir un quart de révo- 
lution autour de Ow en sens inverse dew. Donc : 

Théorème IL — L'accélération relati\^e est la résultante de 
l'accélération absolue de l'accélération d'entraînement 
changée de sens, et de l'accélération centrifuge composée. 

Supposons que Vr soit la résultante de plusieurs vitesses 
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simultanées V',., V;., . . ., ei que co se compose également de 
plusieurs rotations w', a>", On a 

Vr.r = v;^+ v;^+. . . , p ^p'^p".^,, . . 

D'après la formule (3), la projection sur Oa:de l'accéléra- 
tion centrifuge composée est 

_(^'+^«+.,.)(v;,+v';,+...)] 
+ 2(/>' v;, - q'Y"ry) + ^(/ v;, - 7"V';,) -f- . . . 



Donc : 

Théorème III. — IJaccélération centrifuge composée de m 
est la résultante de celles que l'on obtient en combinant 
deux à deux les vitesses relatives composantes avec les ro- 
tations composantes. 

Soient 

X, Y, Z les composantes de 9 suivant O.2;, Oj, 0^; 
X^, Ye, Te » 9e » OXy Oj, Oz ; 

a, (3, y les angles formés par Oco avec x, Oj, Oz. 



L'équation (3) peut se mettre sous la forme 

/ dy _ dz\ 



d^-r. _ I dy 



et l'on a de même 

dt^ 
d'^z 



d-Y -, ,, / dz dx\ 

— = Y — 1^4-20) ( cosa ^ cosY —.- ) » 



dt^ " ^ ■ 



-Z.4-2(.(cos?J-cosa J). 



Si, au lieu de considérer le sens positif de la rotation w en 
allant de la gauche vers la droite, on suppose le contraire, il 
suffit de changer le signe de &> dans ces équations qui devien- 
nent celles que nous avons obtenues au Tome I (T* Partie), 
vu. 23 
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Comme raccélération centrifuge composée est perpendicu- 
laire à l'élément de chemin, on a 

-L IT = j (fr COS(cp;., ds) ds — I (fe COS(cpc, ds) ds. 

Dans le cas d'un point pesant, l'accélération g est la résul- 
tante de l'accélération absolue de. la pesanteur et de — Çe, 
c'est-à-dire de l'accélération centrifuge, et, siO^ est la verti- 
cale apparente, on a 

^ ■ =^(2 — 5o). 

28. Forme particulière sous laquelle on peut mettre les 
équations du mouvement relatif d'un point. — Si v}^ désigne 
l'accélération de (S) dans son mouvement transitoire, on 
obtiendra, comme ci-dessus, 

En retranchant cette équation de l'équation (i) et désignant 
par C la résultante de V et — W, on obtient 

(7) ^=o,c-^.-^q^y-plz. 

Les équations (2) peuvent d'ailleurs s'écrire 



(«) 



29. Application à la détermination de la courbure de 
quelques courbes susceptibles d^une définition géométrique. 
— Supposons, en premier lieu, que l'on veuille trouver le 
rayon de courbure de la ligne décrite dans l'espace par un 
point assujetti à se mouvoir uniformément sur une courbe 
donnée qui tourne elle-même d'un mouvement uniforme au- 
tour d'un axe. 



dx 

dt 


= 


ç^ 


+ 


9J 


--pz 


dr 
dt 


= 


h 


-i- 


HZ 


-^./ 


dz 


= 


Iz 


-\- 


px 


— ''.> 
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Soient 

r la dislance variable du mobile à l'axe; 
R le rayon de courbure de la courbe mobile; 
Ur la projection de la vitesse relative V^ sur un plan perpendi- 
culaire à l'axe; 
p le rayon de courbure de la trajectoire dans l'espace absolu ; 
V = V;, + wr la vitesse absolue. 

Les constructions seront supposées exécutées sur deux 
plans de projection rectangulaires dont l'un sera, par exemple, 
perpendiculaire à Taxe. L'accélération absolue se composera 
de l'accélération d'entraînement &)^r, de l'accélération relative 

-^> de l'accélération awUr suivant la perpendiculaire à U^, 

menée dans le sens de w. Une construction donnera l'accélé- 
ration tangentielle 9^, puis la grandeur et la direction de l'ac- 
célération normale 9,/; et enfin l'on aura 

V2 

p = — » 

expression que l'on construira facilement. 

Occupons-nous maintenant d'une courbe définie par une 
équation polaire; comme nous l'avons vu, en nous occupant 
de la construction de la tangente, celte courbe peut être con- 
sidérée comme étant décrite par un point m animé de la vi- 
tesse relative -jt suivant le rayon vecteur r, en même temps 
que ce rayon tourne autour de l'origine avec une vitesse 
angulaire constante -rr • 



Si 


ds-. 


= y/r^+ 


d6^ 


de est l'él 


1 a 








^ dt 



L'accélération relative et celle d'entraînement donnent la 
résultante -rr^ — oj^r suivant Om. Nous avons de plus l'accé- 
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léralion cenlripèle composée, '^^ -jiy perpendiculaire à rdans 
le sens du mouvement. Il vient donc 

/ . d^r\rd^ dr dr i ds^ 

mais on peut prendre w = i ou dt=d9, et, en remplaçant en- 
suite ds par son expression donnée ci-dessus, on trouve, 



/ d^r\ dr^ i / , dr^\^ 

formule que Ton pourra notamment appliquer aux spirales 
d'Archimède (r = aO), hyperbolique ( r =r - j et logarithmique 

30. Courbure d'une surface. — Soient 

AB, AK' deux courbes planes passant par un même point A 
oii leurs tangentes Ax, Ay sont perpendiculaires entre elles 
et dont les plans sont normaux aux plans xAy; 

Az l'intersection des plans des courbes; 

R, R' leurs rayons de courbure en A. 

Concevons qu'un point M parcoure d'un mouvement relatif 
la courbe AB, tandis que celle-ci se déplace avec un système 
invariable (S) dont elle fait partie, de manière que son point A 
se meuve sur AB'. 

Soient, pour le point A, 

Vr,Vr les vitesses relative et d'entraînement de M; 

^rf ^c les accélérations tangenlielles relative et d'entraîne- 
ment; 

n, p, q les composantes de la rotation instantanée de (S) sui- 
vant Ax, Aj, Az\ 

V la vitesse et ¥ l'accélération tangentielle dans le mouvement 
absolu de M ; 

a l'angle formé par V avec V<. ou Ay\ 

p le rayon de courbure de la trajectoire AC dans le mouvement 
absolu. 
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On a 

(a) l cosa 

( V,=V<.tanga. 

En modifiant les éléments du mouvement relatif, on fera 
varier la nature de la trajectoire AC sur la surface engendrée 
par AB. 

L'accélération centripète composée a pour composantes 

— 2 g V,. = — 2 <7 Vc tang a suivant Aj, 

On a d'ailleurs, suivant Az, les accélérations normales relative 
et d'entraînement -5^1 -rr,'- 
La composante tangentielle de l'accélération absolue est 

(b) W = ('le— 2<7Vctanga)cosa -h <^,. sina; 

sa composante normale à V, située dans le plan xAy, a pour 
expression 

(c) (tj^e— 2 5'Vctanga)sina — t]^,. cosa. 

Enfin on a, pour la composante suivant A z de l'accélération 
normale, 

Pour que le plan osculateur en A à AC soit normal à la sur- 
face, il faut que l'expression (c) soit nulle ou que 

{e) f\>r = (^e~ '27Ve tanga) tanga, 

et, par suite, 

^-^ ^ cosa siiia 

On a alors 

Vï V- V2 

OU, en ayant égard aux valeurs (a), 

, . I sin*a cos^a ip . 

(g) - = -jj- + -^ + ^smacos«. 
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On remarquera que Ton peut supposer /i = o, ^ = o, ei alors 
le plan de AB se déplace parallèlement à lui-même. Par une 
considération d'infiniment petits à laquelle nous ne nous arrê- 
terons pas, on arrive à conclure que la formule {g) s'applique 
à la courbure d'une section normale faite dans une surface 
dont AB, AB' sont deux autres sections normales données. 

Soient ds = AAj un élément de AB'; de l'angle formé avec Xx 
par la tangente en A\ à la section de la surface faite par un 
plan mené en A', perpendiculairement à Aj. On a 

pdt=--dt, '^e=£ 
et 

I) étant ce que Ton appelle rayon d'inflexion de la surface 
dans la direction de Aj, ce qui permet de faire disparaître les 
éléments du mouvement dans la formule {g). 
Soient .r, y les coordonnées du point de la direction de V qui 

se trouve à la distance \'p de A; on a cosa=: -—> sina= -4 

V^P VP 

et, par suite, ^ 

équation d'une conique dont les axes principaux correspon- 
dent aux sections normales principales de la surface pour 
lesquelles les courbures sont maximum et minimum. Cette 
conique correspond à l'indicatrice de Ch. Dupin. 

Pour trouver le rayon de courbure p d'une section oblique 
menée, par exemple, suivant A j, nous supposerons Vr = o ou 
a = o, sans admettre que ^r, ^e soient nuls. L'accélération 

V- 

normale de la trajectoire de M se compose de -jrf suivant Az 

et de l'accélération (c) ou — v^r suivant Ax, En appelant 6 
l'angle formé avec le plan xXy par le plan osculateur de la 
trajectoire, la composante suivant Az de l'accélération nor- 
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V2 

maie a aussi pour valeur — cosO, el comme, d'après (a), 

V = Ve, il vient 

R = R'cose, 

ce qui donne le théorème de Meusnier. 

Supposons que, la surface étant à courbures opposées, Ay 
soit l'une des directions pour lesquelles la courbure de la sec- 
tion normale est nulle. L'équation (g), eu égard à la rela- 
tion (A), devient 

I _ sin*a 2 sina cosa 

P ~ "TT" "^ ï) 

Le plan tangent .2? A j déterminera dans la surface une ligne 
asyniptotique tangente à Oy et dont le centre de courbure se 
trouvera sur Ox, Soient dn et t l'angle et le rayon de torsion 
de la ligne asymptolique au point A, et considérons, à partir 

de ce point, trois éléments' consécutifs ds de la ligne; on a 

ds 
T — -j- et l'on reconnaît sans peine que l'angle formé par la 

normale au troisième élément ou correspondant di 2.ds avec le 

plan x\x est égal à dri\ d'où il résulte que D=i -y- =ziz. 

Si à esi l'angle des asymptotes de l'indicatrice ou la valeur 
de a correspondant à p = oo, il vient 

9.R R 

tango = -_=--; 

par suite, 

I __ sina sin(a — 8) 

p ~~ U cos8 

£n désignant par m la puissance de l'indicatrice, l'équation 
polaire de cette courbe correspond à 

I I sin(8 — a) . 

- = V-r-^— ^sma. 

p m sin^ 

De la comparaison des deux dernières équations on conclut 

/» sin 8 = — R cot 8 

et, par suite, 

T = msinS, 

résultat qu'il est facile de traduire en langue ordinaire. 
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31 . Courbure de r enveloppe d'une courbe plane, — Soient 

Fig. 42. 




ab la position de la courbe mobile à l'instant t\ 

a'b' son enveloppe; 

((t) le lieu des centres instantanés de rotation de la flgure in- 
variable à laquelle appartient ab dans le plan de celte figure; 

((t') le lieu de ces centres dans le plan fixe de a'fc'; 

le point de contact de (c), (<t') à Tinstant t\ 

Oi la position sur (o-) du centre instantané à l'instant t-^dl\ 

Om =p la normale à ab menée du point 0, m étant le point 
de contact de ab, a'b'; 

R = OC, R' = OC' les rayons de courbure en de (o-) et (d')- 
R étant considéré comme négatif si (o-) est intérieur à (o-') ; 

9 Tangle mOC; 
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p = y m, p' = Y m les rayons de courbure en m de ab, a'b'; 

U = —TT Ja vitesse du centre instantané 0. 
dt 

L'enveloppe a' 6' peut être considérée comme engendrée par 
un point qui se meut d*un mouvement relatif sur ab avec une 

certame vitesse w = -zif-' ^® pomt /w, se trouvant sur la di- 
rection deyO,. 

La composante suivant /wO de l'accélération d'entraînement 
est 

OjSjo — (oUcoso. 

Les accélérations apparentes, centripète composée et rela- 
tive, donnent, suivant la même direction, la composante 

2 Oi «' » 

P 

et, comme la vitesse absolue de m est o)/? + w, il vient 

(a) ' 7-^- — =bi^p — ù) U COS 9 -t- 2 w «' • 

P ^ P 

Si I est la projection de sur ym^O^, on a 
01 = OOi coscp = U citcos^j 
mmi = 01 — - — : 
d'où 

(b) «' = Ucos9 — —f 



(c) Ucos^: 



p-^p 



p 



i\\ 



Si l'on porte la valeur (c) dans la formule (a), il vient, après 
avoir supprimé le facteur oap + w, 



-^ = O) , 

p p 



et, après avoir remplacé w par sa valeur (b), 
U \p-p p-^p) 



C0S9 
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OU, en se reporianl au n° 5, 






COSCp. 



formule que nous avons obtenue d'une aulre manière au 
Tome III (p. 23), auquel nous renverrons pour les développe- 
ments qu'elle comporte. 

32. Tangente et courbure en un point du lieu des cen- 
tres de courbure d'une courbe (o-) qui roule sur une courbe 
fixe ((x'). — Soient 

dty de les angles de contingence de (d), (o-') en leur point de 
conlact 0; 

R = -7 ? R'— -j-, les rayons de courbure correspondants; 
p= -7-9 p'= -jr l^s rayons de courbure des développées de 

7 — -ir le rayon de courbure de la seconde développée de (o-). 

Le lieu du centre de courbure C de la courbe (d) peut être 
considéré comme étant la trajectoire sur le plan fixe de (o-') 
d'un point entraîné dans le roulement de la courbe (o-), décri- 
vant la développée de cette courbe avec la vitesse relative 

dR dK dt dt 

(^) -d-t=dldt = ^dt' 

D'autre part, en supposant, pour fixer les idées, que (o-) et 
{(j') opposent leurs convexités, on a 

,,, dz-^dz' d% [ de'\ dz / R\ 

(*^ " = -dt- = ûi V-^d-z)- dt V-^ W)'' 

d'où, pour la vitesse d'entraînement. 

Il résulte de (a) et (b) que la direction de la tangente au 
lieu décrit par G est celle de la résultante de la longueur p, 
portée à partir de C sur la direction de OC, et de la droite 



R\ dz 
dt' 
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R( I -t- r-7 j perpendiculaire à celle direciion. Si Ton pose 
la viiesse absolue du poinl mobile esi 

^ dt 

Pour irouver le rayon de courbure du lieu, nous remarque- 
rons que l'accélération d'eniraînemenl esl 

— 0)2 R -1-0)— =_aj2R4-ajR — 
dt dt 

el esl dirigée suivanl le prolongement de OC; l'accélération 
relative a pour composantes -TfvlH'* ^^^^^^^ ^^ mêmedirec- 

lion,el —P^ïji^ parallèle à la tangente en à {a), (o*'); Tac- 

,, , . . , , . , dz 

celeralion centripète composée, représentée par icùp-v-. esl 

également parallèle à la tangente en 0. 

Si donc on désigne par x le rayon de courbure de la trajec- 
toire, on a 

"t ^ / R \ j. 

^ dt^ [ ,,. v,dt d l dtWy'^Wr 1 dt^ dz\p 

On a maintenant 
dz R' 



S-^'iTTR^' 



(r.dW _ rm\ 
dn ^ "^ \ dt ^ dt) ^ 0) / dK' ^'_^,^RV 

dt^ (R-+-R')2 ~ {R-^-ï{')*\ de' dt de) 



^,dR\de. 
, dt 
I dz^ 



d^ / dz\ _ d^e ^ dz dp __ d^z dz^ dp 
dtydi)~^dt^'^7rt'dt'~'''di^'^dt^dz 



__ r p(R»p--R^p) ldz\ 
" L (R-4-R')R'* ^]dt^' 
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par suite, 

d'où l'on déduira x. 



NOTE. 



SUR l'extension des équations de làgrànge au mouvement 

RELATIF. 

Soient 

{m, rrii, . . .) tin système matériel à liaisons dont le mouve- 
ment est rapporté aux axes mobiles 0^, Oj, Oz; 

U un potentiel fonction de x, y\ z,X\, . . ., dont dérivent les 
forces extérieures, y compris les actions moléculaires qui 
sollicitent le système; 

L| = o, Lo — o, ... les équations de liaisons. 

En nous reportant pendant quelques instants au n** 28 de 
l'Appendice, nous avons d'abord 



(I) 



En multipliant par m l'équation (7) du même numéro, 
//î9x se composera de -r- et de la force de liaisons (* ) 



(») Page 102. 



dx 

dt 


= ^r^qj' —p^. 


dr 
dt 


r^l^y-hnz—qx, 


dz 

dt 


^i:--hp.r — nj'. 
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el l'on obtiendra 

Si Ton substitue dans la demi-force vive (*) 

qui se rapporte au mouvement relatif, les valeurs (i), on 

trouve 

(3) T = Ti-hT2+G, 

en posant 

iTi= ^m[{qx- pz)Z,x-^Oiz — q.r)^y-i-{px — nx)i:^l 
G = I I>m[{qx — pz)^-h (nz — qx^-h (px — nyY]. 

Si Ton pose encore 

(5) .j ^ Y- ) 

^ ^ ( U-}-K-f-G = Ui, 

on a 

(6) U,-T = U-Ti-T2-hK, 

et l'on reconnaît facilement que les équations (i) et (?.) se ra- 
mènent aux suivantes : 

r/.r _ r)T 

dt dm Ç.C 

(h ÔT 



(''^ ' di -dmi/ 



dz dj 



dt dm^z 



(') Ce qui suit est, à quelques différences près, la reproduction d'une 
partie d'un remarquable Mémoire de Bour, inséré au Journal de Mathé- 
matiques pures et appliquées, i863. 
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et 

l dt àx dx dx 

j dÇy a(U,-T) +X,()L, . dU , 

dX... <)(U,-T) _ , dU dU ^ 

dt dz ^ dz dz 

Soient m, Wr, ..., Mv-i les variables indépendantes au 
moyen desquelles on peut exprimer les coordonnées; on a, 
par exemple, 

àUdxàU dy dLi 02 , dUdx^^ _ 

dx du djr du dz du "^ dx^ du 

En ajoutant les équations (2'), respectivement multipliées 

ôii ôy* ôz 
par -^^ -T- ^ -^» puis le résultat obtenu à ceux qui s'en dé- 
^ du du du ^ ^ 

duisenl pour /Wi, rrii, . . ., on obtient, en ayant égard aux re- 
lations telles que (a) : 

i"^ I dt^r ^^ ^Cv ày d^z àz\ 
2J^\dt dû ~dt dît ~dt dû/ 
^ /d\], dx 

2/dT dx f)Tdr dT ^\ 

\dx du dy du dz du) 



()Ut dr d^d^\ 
df du dz du) 



Comme Ui ne dépend que des coordonnées .r, jr, . . ., c'est 
une fonction de zi, Uf, ..., et le premier terme du second 

membre de Téquation (7) n'est autre chose que -y-^ • 

D'après les formules (3) et (4), T est une fonction de Ç^r, 
Çj, Ç-, ... et de ^, j, ;:, . . . , et Ton a 

du 



-m 


dx 
du 


dl dr 
df du 


dT dz\ 
dz du) 


*2:(ê 


du 


dl dry 

d^y du 


dT 


du/ 



On déduit de là la valeur du second terme du second 
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membre de Téqualion (7), laquelle devient 

\dt du dj du àz du) 

\<^Cr du dt^y du ^Ç^ du/'^ dl 



du 



OU 






2 /y d.v ^ dy y dz\ 
\à^x au ' ()^y d« ()Ç; t)tt/ (Ja ' 



^^ dt du '^^'-dtdu) 



XT I dx , du __ 

Nous poserons ^ = -iT 5 • • -, et «'=.- — . Nous aurons, en 

différen liant .r par rapport à t, 

, j . , d.v dx du dx dx , dx , 

dt du dt dt du dui * 

d'où 

().r _ dx' 
du du' 

ou, en vertu de la première des équations (i), 

(c) ^JL=<L. 

^^ du du' 

Nous avons aussi 

d dx ^ d dx d^x du d^x du^ 

dt du dt du du du dt du dut dt 

d dx d^x , d^x , 

dt du du du du dui * ' ' ' ' ' 

OU, en vertu de la formule (6), 

d dx dr' 
dt du du 

OU encore, en se reportant à la première des équations (i'), 
, ,, d dv d dJ 

^ ^ dt du du dtjc 

En ayant égard aux relations (c) et (rf) et à leurs analogues, 
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l'équation (7') devient 

dt Zà^ V^-^ du! ^ ^y du' ^ '' >du') 

\}/y à dT ^ à ÔT r ^ ^'^\ 
" 2à\}'''d^ d^ '^ ^'''à^ dTy'^ ^' du à^J 

[dl^j: du "^ d^ly du "^ ^ï;: du ) ~~ du 
OU 

. ^ d dT^ à ^(^ dl dl . <^T \ <)(Ut-T) 

^^^ dtlIi!~'Tu2à\^^d^^~^^^d^y'^^'dï'z)~ au ' 

Comme Ta, Ti sont des fonctions homogènes du second et 
du premier degré des Ç.r, . . - , on a 

d'où, en ajoutant et remarquant que G est indépendant des 



Kx, 


. . . , 


U'-'l- 






eti 


équatic 


m (e) devient 




ou, 


vu (6), 


d dTi __ 
dt 'du' 

d dT, 
l dt du' 


dT, 
du 


Th-2T,~ 

d{\]-^K) 
du 


rs) 




j et, de même, 








d r)T, 

dt du\ 




dui 


()(U-+-K) 
dui 



^ 0), 



(') M. Ph. Gilbert démontre de la manière suivante cette équation : 
Concevons que l'on imprime au système d'axes Oa;, Oy, O^ une vitesse 
et une accélération égales et contraires à W et 4;, Le point m sera animé 
de la vitesse Ç, et sera soumis, en sus de la force extérieure dérivant 
de U, à la force — m^ dérivant du potentiel K. Le point O étant devenu 
immobile, les équations de Lagrange reçoivent leur application en y rem- 
plaçant T par T, et U par U -+- K. 
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Telles sont les équations qu'il s'agissait d'obtenir et qui 
comprennent comme cas particulier celles de Lagrange en y 
faisant ^x^=^ v};^= 4*^=: o, /z = /? — g =: o ou T2 = T, Ki= o. 

Ces équations ne seront applicables que dans un nombre 
restreint de cas; car, en général, les forces extérieures ne 
pourront pas dériver d'un potentiel des coordonnées rela- 
tives. 

2. Mouvement relatif d'un système matériel pesant par 
rapport à la Terre. — Nous admettrons que l'espace ter- 
restre dans lequel s'étend le mouvement du système est 
assez restreint pour qu'on puisse considérer comme con- 
stantes, en grandeur et en direction, les accélérations abso- 
lues et d'entraînement des points du système. 

Soient 

R le rayon terrestre ; 

w la rotation diurne dont. on ne conservera la deuxième puis- 
sance qu'autant qu'elle sera multipliée par R; 

G l'accélération de la pesanteur absolue à la surface de la 
Terre; 

un point de la région superficielle dans laquelle se trouve 
l'observateur; 

Oz la direction de la pesanteur apparente g, qui est la résul- 
tante de G et de l'accélération centrifuge w^RcosX, en 
désignant par 1 la latitude ou l'inclinaison de g sur l'équa- 
teur; 

Ox la méridienne (perpendiculaire en à Oz dans le plan 
méridien) dirigée vers l'équateur; 

Oj la tangente au parallèle menée dans le sens de la rotation 
diurne. 

On a 

g =--G — wîRcos^X, 

n =(i)CosX, p = o, g = wsinX, 

Ç^ = ar' — (osinXj-, Çy=j'-f-w(a;cosX — zcosX), Ç- = 3'-i-wcosX.j. 

(9 ) T = - 2 w [x'2-f-y2-T-2'2_^ 2 0) sinX (jcy— jjf') -H 2 w cos X {fz'— zf)] . 
VII. 24 
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Comme ^ est l'accélération cenlripèle du point 0, on a 
aussi 

i]>j.=r — (DîRcosXsinX, ^y—o, tj^s— co*R C08*X, 
K = tt>«RcosX(8inX S/w^ — cosX 2w3). 

Les composantes de G suivant Ox et Oz étant respective- 
ment — w^R sinX cosX et G, on voit que 

U = G Zmz — io*R sinX cosX ^mx; 
par suite, 

(10) U -+-K = (G— a>«R COS«X) 2/723 =^^2/722. 

3. Mouvement apparent des projectiles, — Si le système 
matériel se réduit à un point libre m, les variables indépen- 
dantes seront j?, ^, z, et les équations (8), en y substituant 
les valeurs (9) et (10), donnent les suivantes 

d^x . ^ dy 

dt^ dt ' . 

-j^ -f- 2 (o ( sin X -5 cosX -3- ) =0, 

dt^ \ dt dt ) ' 

d^z ^ djr 

qui ne sont autre chose que celles qui ont été obtenues à la 
page 116 du Tome I, en y changeant toutefois le signe de j 
en raison de ce que les parties positives de Taxe Oy sont de 
sens opposé dans les deux circonstances où Ton s'est placé. 

k. Mouvement d'un solide de révolution pesant dont un 
point de Vaxe est fixe sur la Terre. — Soient 

Ox l'axe de révolution du corps ; 
Ott sa projection sur le plan xOx\ 
On la perpendiculaire à Ou dans ce pian; 
OÇ la perpendiculaire à 0^ dans le plan zOtt; 
/ la distance du centre de gravité G du corps au point O; 
M la masse du corps; 

A, B ses moments d'inertie par rapport à 0^ et une perpen- 
diculaire quelconque en à 0^; 
fl, cp les angles xOÇ, uOx; 
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Oyj', OÇ' deux axes rectangulaires perpendiculaires à Ox> 

fixes dans le corps; 
xn Tangle formé par le plan ^Otî' avec le plan xO w. 

Les coordonnées x, y, z pourront s'exprimer au moyen 
des coordonnées constantes x> fi' , S' et des angles 0, 9, m qui 
seront ainsi les variables indépendantes. 

Les composantes de la rotation instantanée de M suivant 
Oxf Oyj, OÇ étant Gj', 0', 9' sinô (*), l'équation (9) devient, en 
désignant par ^i le moment de la quantité de mouvement de 
m par rapport au point 0, 

(9') Tî = i ( Atîi'2-i- BO'îH- B sin«e.cp's) -h w sinX S^x^-i- wcosX 2(ji.r. 

L'équation (10) revient d'ailleurs à la suivante : 

(10') U-HK = Mg-/cos0. 

Nous avons maintenant 

\»-u= \'-i sinô — [jL^ COS0, 
{JL2 = [Xy cosô -h [Ji^ sinô, 
H^a:= fxacoscp — {x,j sin«p = ([Xj^sinô — (jLçCOSÔ) cos«p — fXyj sincp. 

Si l'on remarque 2|:jt^=: Aw', 2/:xr)=:BÔ', 2/ùti;= BsinO.cp', 
l'équation (9') devient, en ayant égard aux valeurs ci-dessus 
de iixi ftz, 

T2 = - ( Atîi'2-h B0'« -+- B sin^e cp'* ) 

^^ ^ J -+-cosinX(ATîi'cosÔ-f-Bcp'sin»e) 

( -H woosX [(Anj'sinô — Bsin6 cos6 cp') coscp — BO'sincp]. 

Nous avons d'abord 



d dT^ ^ 

dt àrs' 



OU 



3—7 = const., 

OT3 



(0 La composante de la rotation suivant OÇ étant décomposée en deux 
autres, l'une suivant O^ et l'autre suivant Oz, cette dernière est évidem- 
ment égale à -jf • 

ut 
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OU encore, en désignant par ni une constante, 

(m) TD'-t-a)(sinXcosô -h cosX sin9co8<p) = /ii- 

Nous ferons gï' = /ii dans les termes en w de la valeur (9"). 
Les deux autres équations du mouvement sont 

(^12) / — A/2ia)(8inXsin6 — cosX cos6 C08î>) 

- - 28(0 sin6(8inX cos6 -+- cosX sin9 coso)-^ = — M^/sin6, 

(i3) J"8'^^ ( ^ "^ wsmX j -+-ïcoco8Xcos«psin*6^ =0. 

En supposant rit = o eiO sufOsamment petit, on se trouvera 
dans la condition du pendule de Foucault, et les équations 
ci-dessus se réduiront aux suivantes 

-y- — 8in6co8Ô-7V — awsinX sinOcosÔ = — ^sinO, 
dt^ dt^ /i 

~ n-cosinXj — const., 

en désignant par l^ la longueur du pendule synchrone ordi- 
naire. 
Si Ton pose 

on a 



par suite, 



ij; = cp -4- u) sinXf, 

dt'^ dt^ dt 

^— — sin9cos6-^Y =— j-sin6, 

. ^d^ 
8111*6-7^^ = con8t., 
de 

équations qui sont celles du mouvement d'un pendule co- 
nique de longueur /j (p. 107) dont les coordonnées angu- 
laires sont Q et 4^, ce qui est conforme au résultat obtenu au 
Tome I (p. II i) pour le pendule simple. 

Les formules (12) et (i3) s'appliquent au gyroscope Fou- 
cault, en faisant dans la première / = o et négligeant le terme 
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en ck) sin0 -^ en raison de la valeur importante attribuée à n^ . 

Mais, comme leur interprétation présente quelques difficultés, 
1 est préférable d*y substituer celles que Ton obtient en diri- 
geant Oz suivant oa et Ox suivant le rayon du parallèle. 
Avec un peu d'attention, on voit que les nouvelles équations 
ne sont autre chose que les équations (12) ou (i3), dans les- 
quelles on supposerait X = 90°. 
On a donc 

B ( -T-j- — sin6 cos6 -^ \ = — A/zj w sin6, 



^cînSft/?^ 



dt 



sin^e 



(S^") = ^^ 



ou 



B ( -Tj — sin cosô -^ ) —~^ ^^^ ^ ^^^^^ 



dt ' 

équations qui ont la forme de celle du pendule conique. 

Nous renverrons, pour plus de détails, au dernier Chapitre 
du Tome I. 
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CHAPITRE VI. 

DE L ACCÉLÉRATION DU SECOND ORDRE. 



§ I. — Accélération du second ordre d'un point. 

33. La dérivée géométrique de la vitesse par rapport au 
temps ou raccélération est, en dehors du chemin parcouru et 
de la vitesse, le seul élément linéaire qui intervient en Méca- 
nique. 

Mais, en Géométrie, on peut aller plus loin et considérer la 
dérivée géométrique de l'accélération ou Y accélération du se- 
cond ordre, la dérivée géométrique de celte dernière accélé- 
ration, c'est-à-dire celle du troisième ordre, et ainsi de suite. 
Mais nous nous bornerons à étudier les accélérations du 
second ordre. 

Soient 

ds 
V == -ir la vitesse d'un point mobile a l'instant /; 

rfa, rfe les angles de contingence et de torsion de la trajec- 
toire ; 
p, pi les rayons de courbure et de torsion de cette courbe. 

On a 

- ^ - JL _ ^^ = Y_ 

^ ~ doL ~' da ' ^^ " dz ~ dz ' 

di de 

dV 

L'accélération tangentielle du premier ordre -^r donne les 

accélérations du second ordre, 

d^\ 

- ,-j- suivant la tangente, 

-77 -7- = — -j- dans la direction du centre de courbure. 
dt dt p dt 
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Soient {Jig. 4^) 

aby bcy cd trois pléments consécutifs de la trajectoire, égaux 

à ds; 
(Q)> (R) les plans osculateurs abc, bcd; 
bf=: p le rayon de courbure en b perpendiculaire à ab dans le 

plan(Q); 
cg=zp-^ dp le rayon de courbure en c, perpendiculaire à bc 

dans le plan (R); 
c/i la projection de cg sur (Q ) . 

Fig. 43. 




L'accélération normale en c, 

ha — > 

P P 

donnera la même accélération suivant ch et l'accélération 



(?-?)-= 



= — atf 

P PPi 



suivant la binormale hg [axe du plan osculateur (Q)]. 

L'angle formé par ch avec 6/ étant da, l'accélération suivant 
ch donnera les composantes 



P P' 



suivant bf. 
— ( \- a — 1 aa = r- af » ao. 

V P p / p* 

Si nous désignons par c/l>^, Xn> ^^b les composantes totales de 
Taccélération du second ordre suivant la tangente, la normale 
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principale et la binormale, nous aurons, par ce qui précède. 



.W = 






(I) 



V rfV d \^ \ d\ \^ dp 



Jlsô : 



PPi' 



On peut mettre cX,„ sous une autre forme. Soient, en effet 

Fig. 44. 




0, 0' les centres de courbure de abc, bcd; 

OA l'intersection des plans normaux en a et 6 à a6 et bc; 

0' A' celle des plans normaux en 6 et c à 6c et cd; 

i rinlersectiôn de la direction de 60 avec celle de O'A'. 

Comme l'angle O'/O ne diffère de 90° que d'une quantité du 

premier ordre, on a 

0^^^. rfp. 

Mais i est l'élément d'arc en de la section normale à OA 
de la surface polaire, section pour laquelle l'angle de contin- 
gence est rfa. Si donc on désigne par Jl le rayon de courbure 
principal de cette surface, on a 



:^ = 



dtL 






en prenant le signe 
décroîtra ; par suite 



ou 



le signe — . selon quep croîtra ou 



V dy _,_ V3 
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Dans le cas des courbes planes, Si sera le rayon de la déve- 
loppée. 

34^. Application à la détermination du rayon de courbure 
de la développée de quelques courbes planes. 

i® Cycloîde. — Reporlons-nous au mode de génération de 
la courbe, tel qu'il a été déflni au n® J5 el à la figure qui s'y 
rapporte. 

L'accélération du premier ordr eto^O m donnera lieu à l'ac- 
célération du second ordre — w^O/w dirigée suivant la tan- 
gente au cercle, dont la projection, suivant la normale mb, 
sera 

X/j = — 0)^0 ms'mabm = --co^ ^- , 

2 

en désignant par c' la corde ma = cg. 
L'accélération w^O/n donne la composante tangentielle 

dy r' 

dt 2 

D'ailleurs 

V ='OiCy p = 2C, 

et, en faisant ces substitutions dans la formule (2), on retrouve 

le résultat connu 

c'R.= ac'. 

2*» Sections coniques, — Nous supposerons que l'ellipse 
est décrite par un point dont l'accélération est dirigée vers 
un centre fixe et est proportionnelle à la distance à ce centre, 
que l'hyperbole est décrite de la même manière, lorsque l'ac- 
célération change de sens, et enfin que la parabole est la trajec- 
toire d'un point dont l'accélération est constante en grandeur 
et en direction. Il est évident que dans ces trois cas l'accéléra- 
tion du second ordre se réduite sa composante tangentielle et 
l'équation (2) nous donne, en y faisant JU„ = 0, 

A _3pdy 

~p ~\^ dt' 

Si d est Tangle formé par la normale avec le diamètre cor- 
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respondanty on a 

d^où 

(3) tang8 = i^, 

relation qui a lieu pour une courbe plane quelconque, en 
considérant Tangle d comme se rapportant à la direction des 
diamètres de la parabole osculatrice. 

35. Rayon de torsion de Vhélice, — Reportons-nous au 
mode de description de l'hélice et aux notations du n" 17. 
Nous avons trouvé 



^ '^ sin p 

p =R(i-f-cot»p)= ^ 



sin»p 



Soit S^ le rayon de courbure de ja développée de la section 
droite. 

Dans le mouvement du point, suivant la section droite du 
cylindre, les accélérations du second ordre, tangentielle ei 
normale, sont, d'après la première des formules (1) et la for- 

mule (^), — ïT^J m (— ^')- 0" déduit de là, dans le mouve- 
ment hélicoïdal, 

»^6 = g5 cosp. 
Mais nous avons aussi, d'après les formules précitées, 



p3 

Y3 (;3 



«*»» = ^ (- ^) = r» (- ^^ ^'°' P' 



* PPi piRsinp' 
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par suite, 



sin3p' 
Pi = -^—5 û = ptangS. 

Si le cylindre est circulaire, on a èK' = o, par suite c^ = o, ce 
qui devait être. 

Dans notre Traité de Cinématique pure nous avions donné 
les expressions des composantes de Taccélération du second 
ordre dans le mouvement relatif d'un point par rapport à un 
système invariable. Nous ne pensons pas devoir reproduire 
ici nos anciennes formules, qui sont assez compliquées et qui 
ne peuvent d'ailleurs conduire et assez péniblement qu'à des 
résultats connus. 



§ II. — De r accélération du second ordre dans le mouvement 
d'une figure plane dans son plan. 

36. Comme cette question ne peut avoir de rapport qu'avec 
la Géométrie, nous supposerons constante la rotation instan- 
tanée (k). 

Soient, à l'instant / {fig- 4^), 

le centre instantané de rotation de la figure; 
S le centre des accélérations du premier ordre; 
m la position d'un point de la figure. 

Au bout du temps dt, le centre des accélérations sera venu 

SS' 
en S' et le point m en m'. Nous désignerons par u = —^ 

ce que l'on peut appeler la vitesse du centre des accéléra- 
tions. 

L'accélération w^m'S' du point m', dirigée de m' vers S', 
peut être considérée comme se composant des suivantes : 

— w2 ss' = — ta^udt suivant u ; 
0)3 m' S M m' S. 
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La dernière peul elle-même se décomposer en 

w'/wS suivant m S, ce qui n'est autre chose que l'accélération en m ; 
— w' mm — — ta^Omdt suivant mm'. 

I! suit de là que Taccéléraiion du second ordre d^ de m se 

composera de 

— u)^u suivant u: 

— w'Om » mm\ 

Soient Ox la parallèle en à « et Oy sa perpendiculaire au 

Fig. 45. 




même point; x, y les coordonnées de /w. Nous aurons 



0) 



t 



a)*« — w^j^, 



JUy= infix. 



On voit ainsi qu'il existe sur Oj un point T dont Taccéléra- 
tion du second ordre est nul et qui est défini par 



Jo = — 
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Nous avons alors 

(2) } oX>y= 0)3 J-, 

( cXj = (1)3 Tw; 

d'où il suit que ol> est dirigé en sens inverse de la vitesse 
qu'aurait le point m si la rotation instantanée avait lieu autour 
du point T, que nous appellerons centre des accélérations 
du second ordre. 

On voit que ce centre jouit de cette propriété que Vaccé- 
lération du second ordre d'un point quelconque de la figure 
est la même que si la rotation instantanée avait lieu effecti- 
vement autour du même centre. 

Supposons que les conditions qui définissent le mouvement 
de la figure nous aient permis de déterminer la position du 
point T, celles de et S étant d'ailleurs censées connues, et 
posons O/w = r, S/w === r', ï/ti — r" \ nous avons 

Y = (ùp, — = a)»r'cos(r, r'), -^ = (D*r' sin(r, r'), 

et, par Téliminalion de p et de V, l'équation (2) du n** 33 
prend la forme 

[3 r'* r'3 1 
sin2(r, r') — (zh^) — cos3(r, r') • 

Mais, d'après ce que nous venons d'établir, nous avons 
aussi 

par suite, 

r'3 3 r'* 

(3) (±.S{.)-^C08^(r,r') = - ■-- sin2(r, r') — r'sinCr/r"), 

d'où l'on déduira le rayon de courbure de la développée de 
la courbe décrite par le point m, et qu'il sera facile d'ailleurs 
de construire géométriquement. 
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37. Détermination du centre des accélérations du second 
ordre dans quelques cas particuliers. 

i*» Vune des conditions du mouvement de la figure est 
que run de ses points décrive une courbe donnée. — Si /w 
est ce point, c^ est connu; l'équation (3) fera connaître 
r''sin(r, r"), c'est-à-dire la projection \m de r" sur la tan- 
gente en m. Le point I se trouvant déterminé, on connaîtra 
une droite IT, laquelle se trouvera le centre T. 

Dans le cas où le mouvement de la courbe serait complète- 
ment défini par une seconde condition semblable à la précé- 
dente, le centre T se trouvera à l'intersection de deux droites 
connues. 

2° Le mouvement de la figure est défini par le roulement 
d'une courbe sur une courbe fixe. — Soient, à l'instant t 

Fig. 46. 




le point de contact des deux courbes ; 

R — CO, R'= C'O les rayons de courbure de la courbe mobile 

et de la courbe fixe; 
rfe, dz' les angles de contingence de ces deux courbes en 0; 
rfR 



rfR 

di 
pées; 



r=: ^? r'=^ les rayons de courbure de leurs dévelop- 
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I I I 

S le centre des accélérations du premier ordre; 

0', S' les positions que prennent 0, S au bout du temps dt\ 

K la projection de S sur O'S' ; 

ds l'élément 00'. 



Nous savons (n° 18) que 



SO = X, 

ds ^ 
dt 



Nous avons 



S'K d\ dl dv .dl ., , 1 

at dt ds dt ds ds' 



mais 

d~ 



_2^ __/± dR i dW\ 
d9 ~ \R2 ds "^ R'« ds ) 

~ \K^ di ds'^ R'2 dz' ds) ~ VR' "^ R'V ' 
par suite, pour la composante de u suivant O'S', 
S'K ,,/r r\ 

D'autre part, nous avons, pour l'autre composante de u, 
SK _ds H'-+l _ .R'-t-X 

d'où 

tangS'SK= — y^ — ~--^, 

ce qui définît complètement la direction de u et la position du 
centre des accélérations du second ordre. 
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NOTE I. 

SUR UN THÉORÈME DE RINET RELATIF AUX MOMENTS d'iNERTIE. 

Ce théorème, qui remonte à 1811, est très intéressant et 
aurait dû être inséré au § III du Chapitre V de la partie Méca- 
nique de ce Volume; mais l'auteur Favait complètement 
perdu de vue : il a toutefois jugé convenable d'en faire Tobjet 
d'une Note spéciale. 

Soient 

Gœ, Gj, Gz les axes principaux d'inertie menés par le centre 

de gravité de la masse M du corps; 
Ma2, M.b^, Mc2 les moments d'inertie relatifs à ces axes; 
un point du corps dont les coordonnées sont x> ^> Sî 

A = VX^+ '^^ -*- Ç^ la distance OG ; 

a, (3, y les angles formés avec Ox, Oj, Oz, par un axe Oc^ 

issu du point ; 
Mp^ le moment d'inertie de M par rapport kOi^. 

Le carré de la distance de G à Oc' étant 

Aî— (^cosa-i-r, cosp -r- Çcosy)', 
on a, en se reportant à des théorèmes connus, 

S' pî =r a* cos*a -H b^ cos* p -h c* cos'y 
-r- A2 — ( -^ cosa -+- 7) cos p 4- Ç cos Y )* 
' ==(a»-t-A»)cos«a-r-(^^2-f-A2)cos2p 



-f- (c'-H A«)cos*Y — (^cosan- y) cosp -+- Çcosy)*. 
La condition pour que l'axe Oi^ soit principal est 

^p2= o 

ou 

( a* -h A* ) cos a c? cos a -T- . . . 

— (y cosa -4-73 cosp-T- Ç cosY)(x^cosa -f-.. .) = 0. 
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D'ailleurs, cos^ a -f- cos^ (3 -h cos^ y = i donne 

— cosa«?cosa — cospc^cosp — cos^ c?cosy = o. 

Ajoutant cette équation multipliée par l'indéterminée fr à la 
précédente et égalant à o les coefficients des différentielles, 
on obtient 

/ («2-1-^2 — K)cosa = x(X^^s^~*~ ^ ^^^p -h Çcosy), 

(îi) < (/>>2-H- A2— K)cosp == r^ (7 cosa -+-r^ cosp -h Çcosy), 

' (c2 -h A2~ K)C0SY = Ç (%Cosa-+- r^ COS^ -h Ç COSy). 

En ajoutant les équations (2) respectivement multipliées 
par cosa, cos^, cosy, on trouve 

(a2-h A2) cos^a -4- (^>2-4- A2) cos^p 

-4- ( c* H- A2 ) cos' Y — ( X cos a -+-...)* = K 

ou, en se reportant à l'équation (i). 

Si l'on remplace l'inconnue p^ par 

(3) X = p2__AS 
les équations (2) donnent 

/ y(Y cosa-H7) cos8 -h Çcosy) 
cosa = ^î^^^: i — ^ ^ '—, 

(4) I co^p ^ ^i(X cQsa -t- 7) cosp -4- !; cosy) 
f ^^«^ _ C(xcQS«-^-^^cQsp-^CcQSY) 

En ajoutant, après avoir multiplié parx, vî, S, on obtient 

y2 y 2 r2 

(5) -^ -+- rr^ -H -^v- = O 
a>—k h^—\ c^—A 

ou 



(5') 

i -HÇ2(rt2_X)(^,2_X) _(^2_X)(/,2_X)(C2— X) = 0, 

équation du troisième degré en X, ce qui devait être. 

VIT. 25 
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Soil a» > *2 > c». 

Pour X = — 30, le premier membre de ( 5') prend le signe — ; 

)) X = c*, » » -f- ; 

» X = /^', ;j » — , 

» X = rt', » » -t-: 

d où il suit que les racines de l'équation (5') ont pour limites 

Xi < c», 

Xî > c« < b\ 

Ces valeurs sont les paramètres des surfaces homofocales 
passant par le point 0, représentées par 

./;* )'* 3* 



i^- X, ^ 6*-X, ^ t^'-X, ~ ' 



r2_ ^ jr^ zî 

aZT 



i" ) < -, "Y^ + ^, — j^^ - 5^^^^, = I , 



\ «* -X, X,— 6» X, — c» 
et qui sont les homofocales de l'ellipsoïde 

Les équations (4) peuvent s'écrire 

cnsa _ cosp _ cos^ 
a'2--X ^2._X c2— X 

11 suit de là que les cures principaux relatifs à sont nor- 
maux aux surfaces {6) et, par suite, tangents à leurs inter- 
sections. 
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NOTE II. 

SUR LE CHOC DE DEUX CORPS LIBRES. 

Les calculs développés, à partir de la formule (A) jusqu'à 
la formule (lo) du n*» 69, sont assez laborieux et peuvent être 
notablement réduits par les considérations suivantes : 

En multipliant le moment d'inertie de M, relatif à Taxe in- 
stantané Gw, par le carré de la vitesse angulaire w, on obtient 
immédiatement, pour la force vive due à cette vitesse, 

La fonction /étant une fonction homogène du second degré 
de n,p, g, on a 

àf àf âf . 

Si Ton remarque que ^x= — ;/-' •••('), on a, au lieu des 

équations (3), après avoir éliminé l'impulsion au moyen de la 
relation (i), 

àAn,p,q) _ dfjnp.po. go) _ 

— o, 



= -2Z,(V-V»), 
= -2Y.(V-Vo) 



(* ) On obtient de suite ces relations en remarquant que 

M/(«,7?, g) = Pco = P^n -4- Pyp -+- P.^ 
ou 

ce qui conduit aux relations dont il s'agit. 



dn 


diio 


àJin,...) 
dp 


àfino, . . .) 
àpv 


afin,...) 
àq 


d/(«o, ...) 

àq<, 
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OU 

df(n — fio,p — po, g — qçj) _ 



à{p—po) 
df(n — nQ, . . .) 



= — 2Z,(V-Vo), 

= 2y,(v-Vo). 



En substituant les valeurs (5), on obtient, au lieu de (6), 

l f)x ~ ' 

(„) h/(-M)^_,,., 

%lor)^ ,v-. 

Si l'on ajoute les équations (II), multipliées respectivement 
par a, (3, y et que l'on ait égard à la relation (1), on trouve 

/(»,?,ï)=-«Z,+ pY,. 

Comme par sa nature la quantité /{a, p,y) est essentielle- 
ment positive, la constante 

(III) X = i-aZ,+ ?Y, = i+/(a,p,Y) 

est au moins égale à l'unité. 
L'accroissement de la force vive après le choc est 

F = Mf V«- Vj-I +./(//,. p, q) -/(«o.;>o, 9-0 )]. 
Or 

/(«,/', «?)=/[«(V-V.) + /«„, p(V-V.)+p., Y(V-V.) + 9,] 

= /[«(V-V.), p(V-V„), Y(V-V„)] 

>)/'fa(V-V„), SrV-Vo\ v(V-V»)] 
^ c>[a(V-V„)J "" 

<J[p(V-V,)] ''" 



SUR LE CHOC DE DEUX CORPS LIBRES. 889 

d'où 

= (V-V.)./(a,p,,)-.(V-V.)[«„^JI^>-.;,.^i^+,o'^ 

= (X-,)(V-V,).^(V-Vo)[«,^=^^-^/.o^')H-,„i^)]. 

Les équations (II) donnent, en ayant ensuite égard aux for- 
mules (i), 

''0 — ai — -^f'' — âîi — ^'^' — ^r~ 

= 2[-/?oZ,-+-//oY,] =2(VVo— Vo). 
On a donc 

fi'hP, q) -f{no. Po, qo) = (X - i)( V- Vo)2 + 2( V-Vo) (Wo~ Vo), 

et enfin 

F = M(V-Vo)[X(V-Vo) + 2Wo]. 

La force vive due aux vitesses perdues est 

G = M(V~Vo)2-4-M/(//-//o, /î-jf?o, ^-70) 

= M(V-Vo)»-f-M(V-Vo)«/(a,p,Y) 
ou 

G = X(V-Vo)^ 



FIN DU TOME SEPTIÈME. 
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